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Αβστραχτ

Ωε χονσιδερ α φαµιλψ οφ ϖεχτορ �ελδσ

Ξι =

πΞ

ϕ=1

βιϕ (ξ) ≅ξϕ

(ι = 1; 2; :::; ν; ν < π) δε�νεδ ιν σοµε βουνδεδ δοµαιν 
 � Ρ
π ανδ ασ−

συµε τηατ τηε Ξι�σ σατισφψ Ηρµανδερ�σ ρανκ χονδιτιον οφ σοµε στεπ ρ ιν

; ανδ βιϕ 2 Χρ�1

�


�
:Ωε εξτενδ το τηισ νονσµοοτη χοντεξτ σοµε ρεσυλτσ

ωηιχη αρε ωελλ−κνοων φορ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, ναµελψ: σοµε
βασιχ προπερτιεσ οφ τηε διστανχε ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ, τηε δουβλινγ
χονδιτιον, Χηοω�σ χοννεχτιϖιτψ τηεορεµ, ανδ, υνδερ τηε στρονγερ ασσυµπ−
τιον βιϕ 2 Χρ�1;1 (
) ; Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ. Βψ κνοων ρεσυλτσ, τηεσε φαχτσ
αλσο ιµπλψ α Σοβολεϖ εµβεδδινγ. Αλλ τηεσε τοολσ αλλοω το δραω σοµε
χονσεθυενχεσ αβουτ σεχονδ ορδερ δι⁄ερεντιαλ οπερατορσ µοδελεδ ον τηεσε
νονσµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ:

νΞ

ι;ϕ=1

Ξ
�

ι (αιϕ (ξ)Ξϕ)

ωηερε φαιϕγ ισ α υνιφορµλψ ελλιπτιχ µατριξ οφ Λ1 (
) φυνχτιονσ.
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1 Ιντροδυχτιον

1.1 Τηε προβλεµ

Λετ υσ χονσιδερ α φαµιλψ οφ ρεαλ ϖαλυεδ ϖεχτορ �ελδσ

Ξι =

πΞ

ϕ=1

βιϕ (ξ) ≅ξϕ

(ι = 0; 1; 2; :::; ν; ν < π) δε�νεδ ιν σοµε δοµαιν 
 � Ρπ. Φορ τηε µοµεντ, ωε
δο νοτ σπεχιφψ τηε ρεγυλαριτψ οφ τηε βιϕ �σ, βυτ ϕυστ ασσυµε τηατ τηεσε χοε′χιεντσ
ηαϖε αλλ τηε δεριϖατιϖεσ ινϖολϖεδ ιν τηε φορµυλαε ωηιχη ωε ωιλλ ωριτε. Λετ υσ
δε�νε τηε χοµµυτατορ οφ τωο ϖεχτορ �ελδσ:

[Ξ;Ψ ] = ΞΨ � Ψ Ξ:

Ωε αλσο χαλλ χοµµυτατορ οφ λενγτη ρ αν ιτερατεδ χοµµυτατορ οφ τηε κινδ:

�
Ξι1 ;

�
Ξι2 ; :::

�
Ξιρ�1 ; Ξιρ

�
:::
��
:

Ονε σαψσ τηατ τηε σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ Ξ0; : : : ; Ξν σατισ�εσ Ηρµανδερ�σ
χονδιτιον οφ στεπ ρ ιν 
 ιφ τηε ϖεχτορ σπαχε σπαννεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ
ανδ τηειρ χοµµυτατορσ οφ λενγτη υπ το ρ ισ τηε ωηολε Ρπ ατ εαχη ποιντ οφ 
.
Α φαµουσ τηεορεµ βψ Ηρµανδερ, 1967, [26], στατεσ τηατ ιφ τηε Ξι�σ αρε ρεαλ
ϖαλυεδ, ηαϖε Χ1 χοε′χιεντσ, ανδ σατισφψ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον οφ σοµε στεπ ρ
ιν 
; τηεν τηε λινεαρ σεχονδ ορδερ δι⁄ερεντιαλ οπερατορ:

Λ =
νΞ

ι=1

Ξ2
ι +Ξ0: (1.1)
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ισ ηψποελλιπτιχ ιν 
: Τηισ µεανσ, βψ δε�νιτιον, τηατ ωηενεϖερ τηε εθυατιον
Λυ = φ ισ σατισ�εδ ιν 
 ιν διστριβυτιοναλ σενσε, τηεν φορ ανψ οπεν συβσετ Α � 
;

φ 2 Χ1 (Α) =) υ 2 Χ1 (Α) :
Ανοτηερ χονσεθυενχε οφ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον, ωηιχη ισ κνοων σινχε τηε

1930�σ, ισ τηε χοννεχτιϖιτψ προπερτψ : ανψ τωο ποιντσ οφ 
 χαν βε ϕοινεδ βψ α
σεθυενχε οφ αρχσ οφ ιντεγραλ λινεσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ (�Χηοω�σ τηεορεµ�, 1939 [2];
σεε αλσο Ρασηεϖσκι, 1938 [46]). Τηισ φαχτ συγγεστσ τηατ ονε χαν δε�νε α διστανχε
ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ, ασ τηε ιν�µυµ οφ τηε λενγτησ οφ τηε �αδµισσιβλε
λινεσ� (τανγεντ ατ εϖερψ ποιντ το σοµε λινεαρ χοµβινατιον οφ τηεΞι�σ) χοννεχτινγ
τωο ποιντσ.
Σταρτινγ φροµ Ηρµανδερ�σ τηεορεµ, µανψ οτηερ ιµπορταντ προπερτιεσ ηαϖε

βεεν προϖεδ, ιν τηε λαστ 40 ψεαρσ, βοτη ρεγαρδινγ σψστεµσ οφ Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ
�ελδσ ανδ τηε µετριχ τηεψ ινδυχε, ανδ ρεγαρδινγ σεχονδ ορδερ δι⁄ερεντιαλ οπερ−
ατορσ στρυχτυρεδ ον Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, λικε (1.1). Ιν τηε �ρστ γρουπ οφ
ρεσυλτσ, ωε ρεχαλλ:

� τηε δουβλινγ προπερτψ οφ τηε Λεβεσγυε µεασυρε ωιτη ρεσπεχτ το τηε µετριχ
βαλλσ (Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ [43]);

� Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ϖεχτορ �ελδσ (ϑερισον [28]).
Ιν τηε σεχονδ γρουπ οφ ρεσυλτσ, ωε ρεχαλλ:

� τηε �συβελλιπτιχ εστιµατεσ� οφ Η∀;2 νορµ οφ υ ιν τερµσ οφ Λ2 νορµσ οφ Λυ
ανδ υ (Κοην [31]);

� τηε �Ω 2;π εστιµατεσ�, ινϖολϖινγ σεχονδ ορδερ δεριϖατιϖεσ ωιτη ρεσπεχτ το
τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι; ιν τερµσ οφ Λπ νορµσ οφ Λυ ανδ υ (Φολλανδ [12],
Ροτησχηιλδ−Στειν [47]);

� εστιµατεσ ον τηε φυνδαµενταλ σολυτιον οφ Λ ορ ≅τ�Λ (αγαιν [43], Σανχηεζ−
Χαλλε [50], ϑερισον−Σανχηεζ−Χαλλε [29], Φε⁄ερµαν−Σανχηεζ−Χαλλε [11]).

Νοω, ιτ ισ φαιρλψ νατυραλ το ασκ ωηετηερ παρτ οφ τηε πρεϖιουσ τηεορψ στιλλ ηολδσ
φορ α φαµιλψ οφ ϖεχτορ �ελδσ ηαϖινγ ονλψ α παρτιαλ ρεγυλαριτψ. Ηερε αρε ϕυστ α φεω
φαχτσ ωηιχη συγγεστ τηισ θυεστιον:
(ι) το χηεχκ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον οφ στεπ ρ ονε ηασ το χοµπυτε δεριϖατιϖεσ

οφ ορδερ υπ το ρ � 1 οφ τηε χοε′χιεντσ οφ ϖεχτορ �ελδσ;
(ιι) τηε δε�νιτιον οφ διστανχε ινδυχεδ βψ α σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ µακεσ

σενσε ασ σοον ασ τηε ϖεχτορ �ελδσ αρε, σαψ, λοχαλλψ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ (ιν τηισ
γενεραλ χασε, ηοωεϖερ, τηε διστανχε οφ τωο ποιντσ χουλδ βε ιν�νιτε, ανδ προϖινγ
χοννεχτιϖιτψ, στυδψινγ τηε ϖολυµε οφ µετριχ βαλλσ, προϖινγ τηε δουβλινγ χονδιτιον
ανδ σο ον αρε οπεν προβλεµσ);
(ιιι) απαρτ φροµ Ηρµανδερ�σ τηεορεµ αβουτ ηψποελλιπτιχιτψ, ωηιχη ισ µεαν−

ινγφυλ ιν τηε χοντεξτ οφ οπερατορσ ωιτη Χ1 χοε′χιεντσ, σεϖεραλ ιµπορταντ ρεσυλτσ
αβουτ σεχονδ ορδερ δι⁄ερεντιαλ οπερατορσ βυιλτ ον Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ αρε
στατεδ ιν α φορµ ωηιχη µακεσ σενσε αλσο φορ ϖεχτορ �ελδσ ωιτη α λιµιτεδ ρεγυλαριτψ
(ε.γ., Ποινχαρ ινεθυαλιτψ, α πριορι εστιµατεσ ον ΞιΞϕυ ιν Λπ ορ Ηλδερ σπαχεσ,
ετχ.).

3



1.2 Πρεϖιουσ ρεσυλτσ

Σεϖεραλ αυτηορσ ηαϖε στυδιεδ τηε συβϕεχτ οφ νονσµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ
�ελδσ, αππροαχηινγ τηε προβλεµ υνδερ δι⁄ερεντ ποιντσ οφ ϖιεω. Ωε γιϖε α βριεφ
αχχουντ οφ τηε µαιν λινεσ οφ ρεσεαρχη, ωιτηουτ ανψ αττεµπτ το θυοτε νειτηερ αλλ
τηε παπερσ νορ αλλ τηε αυτηορσ ωηο ηαϖε γιϖεν χοντριβυτιονσ ιν τηεσε διρεχτιονσ.
1. Νονσµοοτη διαγοναλ ϖεχτορ �ελδσ

Ξι = αι (ξ) ≅ξι :

Ηερε τηε τψπιχαλ ασσυµπτιονσ αρε τηε φολλοωινγ:

� τηε νυµβερ οφ ϖεχτορ �ελδσ εθυαλσ τηε διµενσιον οφ τηε σπαχε;

� τηε ι−τη ϖεχτορ �ελδ ινϖολϖεσ ονλψ τηε δεριϖατιϖε ιν τηε ι−τη διρεχτιον;

� τηε χοε′χιεντσ αι χαν ϖανιση, σο τηε οπερατορ
Π
Ξ2
ι χαν βε δεγενερατε;

� τηε χοε′χιεντσ χαν βε νονσµοοτη (τψπιχαλλψ, τηεψ αρε Λιπσχηιτζ χοντινυουσ,
ανδ σατισφψ σοµε οτηερ στρυχτυραλ ασσυµπτιονσ).

Τηεσε οπερατορσ ηαϖε βεεν �ρστ στυδιεδ ιν σεϖεραλ παπερσ οφ τηε 1980�σ βψ
Φρανχηι ανδ Λανχονελλι, σεε [16], [17], [18], [19], [20], ανδ αλσο τηε µορε ρεχεντ
παπερ [13]. Α ρεχεντ ωορκ βψ Σαωψερ−Ωηεεδεν [52] δεαλσ εξτενσιϖελψ ωιτη τηεσε
οπερατορσ. Χλεαρλψ, τηε παρτιχυλαρ στρυχτυρε οφ τηεσε ϖεχτορ �ελδσ αλλοωσ το υσε
αδ−ηοχ τεχηνιθυεσ ωηιχη χαννοτ βε εµπλοψεδ ιν τηε γενεραλ (νον−διαγοναλ) χασε.

2. �Αξιοµατιχ τηεοριεσ� οφ γενεραλ Λιπσχηιτζ ϖεχτορ �ελδσ, ανδ τηε µετριχσ
ινδυχεδ βψ τηεµ. Τηισ µεανσ τηατ, φορ ινστανχε, ονε ασσυµεσ αξιοµατιχαλλψ τηε
ϖαλιδιτψ οφ α χοννεχτιϖιτψ τηεορεµ, α δουβλινγ προπερτψ φορ τηε µετριχ βαλλσ, α
Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ φορ τηε �γραδιεντ� δε�νεδ βψ τηε σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ,
ανδ προϖεσ ασ α χονσεθυενχε οτηερ ιντερεστινγ προπερτιεσ οφ τηε µετριχ ορ οφ
σεχονδ ορδερ Π∆Ε�σ στρυχτυρεδ ον τηε ϖεχτορ �ελδσ. Α γοοδ δεαλ οφ παπερσ ηαϖε
βεεν ωριττεν ιν τηισ σπιριτ; ωε ϕυστ θυοτε σοµε οφ τηε Αυτηορσ ανδ σοµε οφ τηε
παπερσ ον τηισ συβϕεχτ, ωηιχη αρε α γοοδ σταρτινγ ποιντ φορ φυρτηερ βιβλιογραπηιχ
ρεφερενχεσ: Χαπογνα, ∆ανιελλι, Φρανχηι, Γαλλοτ, Γαροφαλο, Γυτιερρεζ, Λανχονελλι,
Μορβιδελλι, Νηιευ, Σεραπιονι, Σερρα Χασσανο, Ωηεεδεν; σεε [1], [9], [14], [15],
[22], [23], [24], [33]; σεε αλσο τηε αλρεαδψ θυοτεδ παπερ [52] ανδ τηε ονε βψ
Ηαϕλασζ−Κοσκελα [25].
3. Νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ οφ στεπ τωο. Τηε τωο παπερσ βψ Μονταναρι−

Μορβιδελλι [39], [40] χονσιδερ ϖεχτορ �ελδσ ωιτη Λιπσχηιτζ χοντινυουσ χοε′χιεντσ,
σατισφψινγ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον οφ στεπ τωο, πλυσ σοµε οτηερ στρυχτυραλ χονδι−
τιον. Τηε γοαλ οφ τηεσε παπερσ ισ το προϖε Ποινχαρ�σ ανδ Σοβολεϖ� τψπε ινεθυαλ−
ιτιεσ φορ τηεσε ϖεχτορ �ελδσ. Ραµπαζζο−Συσσµαν [45] αδοπτ α δι⁄ερεντ ποιντ οφ
ϖιεω; ηερε τηε ασσυµπτιονσ αρε ϖερψ ωεακ, χονσιδερινγ Λιπσχηιτζ ϖεχτορ �ελδσ
σατισφψινγ (ατ στεπ 2) α �σετ ϖαλυεδ Λιε βραχκετ χονδιτιον� πρεϖιουσλψ ιντροδυχεδ
βψ τηε σαµε Αυτηορσ ιν τηε χοντεξτ οφ χοντρολ τηεορψ; τηε Αυτηορσ τηεν εσταβλιση
σοµε βασιχ προπερτιεσ οφ τηισ ωεακ �χοµµυτατορ�.
4. �Νονλινεαρ ϖεχτορ �ελδσ�. Ιν τηε χοντεξτ οφ Λεϖι−τψπε εθυατιονσ, σεϖεραλ

Αυτηορσ ηαϖε χονσιδερεδ ϖεχτορ �ελδσ ωιτη Χ1;� χοε′χιεντσ, ηαϖινγ α παρτιχυλαρ
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στρυχτυρε, ανδ σατισφψινγ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον οφ στεπ 2; τηε �ναλ γοαλ ισ το
γετ α ρεγυλαριτψ τηεορψ φορ χερταιν χλασσεσ οφ νονλινεαρ εθυατιονσ, ωηιχη χαν βε
ωριττεν ασ συµ οφ σθυαρεσ οφ �νονλινεαρ ϖεχτορ �ελδσ�, ι.ε. ϖεχτορ �ελδσ ωηοσε
χοε′χιεντσ δεπενδ ον τηε �ρστ ορδερ δεριϖατιϖεσ οφ τηε σολυτιον. Ασσυµινγ τηατ
τηε σολυτιον ισ Χ2;�; τηεσε ϖεχτορ �ελδσ βεχοµε Χ1;�; ανδ α γοοδ ρεγυλαριτψ
τηεορψ φορ τηε χορρεσπονδινγ λινεαρ εθυατιον τηεν ιµπλιεσ, βψ α βοοτστραπ αρ−
γυµεντ, τηε σµοοτηνεσσ οφ τηε σολυτιον. Σοµε ρεσυλτσ οφ τηισ κινδ αλσο ινϖολϖε
ηιγηερ στεπσ. Ωε ρεφερ το τηε παπερσ βψ Χιττι [4], Χιττι−Μονταναρι [6], [7], [8],
Μονταναρι [35], [36], Χιττι−Λανχονελλι−Μονταναρι [5], Μονταναρι−Λανχονελλι [37],
Μονταναρι−Λασχιαλφαρι [38], ανδ ρεφερενχεσ τηερειν.
Ωε αλσο θυοτε σοµε παπερσ βψ ςοδοπψανοϖ−Καρµανοϖα (σεε [30], [53] ανδ

ρεφερενχεσ τηερειν), ωηερε τηε Αυτηορσ στυδψ τηε γεοµετρψ οφ νονσµοοτη ϖεχτορ
�ελδσ, ανδ ιν παρτιχυλαρ εσταβλιση α χοννεχτιϖιτψ τηεορεµ ασσυµινγ τηατ τηε
ηιγηεστ ορδερ χοµµυτατορσ ηαϖε Χ1;� χοε′χιεντσ.

1.3 Αιµ οφ τηε πρεσεντ ρεσεαρχη ανδ µαιν ρεσυλτσ

Συµµαριζινγ τηε δισχυσσιον οφ τηε λαστ παραγραπη, µοστ οφ τηε πρεϖιουσ ρεσυλτσ
αβουτ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ ειτηερ ηολδ ονλψ φορ τηε στεπ 2 χασε, ορ φορ ϖεχ−
τορ �ελδσ ωιτη α παρτιχυλαρ στρυχτυρε, ορ ασσυµε αξιοµατιχαλλψ σοµε ιµπορταντ
προπερτιεσ οφ τηε µετριχ ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ τηεµσελϖεσ.
Ουρ αιµ ισ το δεϖελοπ α τηεορψ φορ ανψ σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ σατισφψινγ �Ηρ−

µανδερ�σ χονδιτιον�, ατ ανψ στεπ, ρεθυιρινγ τηατ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ϖεχτορ
�ελδσ ποσσεσσ τηε µινιµαλ νυµβερ οφ δεριϖατιϖεσ νεχεσσαρψ το χηεχκ Ηρµανδερ�σ
χονδιτιον.
Μορε πρεχισελψ, ουρ ασσυµπτιονσ χονσιστ ιν ασκινγ τηατ, φορ σοµε ιντεγερ

ρ � 2; τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξ1; :::; Ξν ποσσεσσ Χρ�1;1 (
) χοε′χιεντσ, ανδ σατισφψ
Ηρµανδερ�σ χονδιτιον ατ στεπ ρ. Υνδερ τηεσε ασσυµπτιονσ, ωε προϖε σοµε
βασιχ προπερτιεσ οφ τηε διστανχε ινδυχεδ βψ τηε Ξι�σ (σεε Προποσιτιονσ 2.3 ανδ
5.8, Τηεορεµ 5.10), τηε δουβλινγ χονδιτιον (Τηεορεµ 3.5 ανδ Τηεορεµ 5.10),
Χηοω�σ χοννεχτιϖιτψ τηεορεµ (Τηεορεµ 5.5), ανδ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ (Τηεο−
ρεµ 7.2). Αχτυαλλψ, µοστ οφ ουρ ρεσυλτσ (ωιτη τηε ρελεϖαντ εξχεπτιον οφ Ποινχαρ�σ
ινεθυαλιτψ) ηολδ υνδερ τηε ωεακερ ασσυµπτιον τηατΞι 2 Χρ�1 (
) :Ωε ωιλλ µακε
πρεχισε ουρ ασσυµπτιονσ λατερ.
Τηεσε ρεσυλτσ χονστιτυτε α �ρστ σετ οφ τοολσ ρεγαρδινγ �νονσµοοτη Ηρµαν−

δερ�σ ϖεχτορ �ελδσ� ωηιχη ισ ενουγη το δραω σοµε ιντερεστινγ χονσεθυενχεσ. Φορ
ινστανχε, βψ κνοων ρεσυλτσ, τηεσε φαχτσ αλσο ιµπλψ α Σοβολεϖ εµβεδδινγ (Τηε−
ορεµ 8.1). Αλλ τηεσε τοολσ τηεν αλλοω το προϖε σοµε προπερτιεσ οφ σολυτιονσ το
σεχονδ ορδερ δι⁄ερεντιαλ εθυατιονσ οφ τηε κινδ:

νΞ

ι;ϕ=1

Ξ�
ι (αιϕ (ξ)Ξϕυ) = 0

ωηερε φαιϕγ ισ α υνιφορµλψ ελλιπτιχ µατριξ οφ Λ1 (
) φυνχτιονσ, ανδ Ξι αρε νον−
σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ (σεε Τηεορεµ 8.2). Μανψ οτηερ προβλεµσ ιν
τηισ διρεχτιον ρεµαιν οπεν, ωηιχη ωε ηοπε το αδδρεσσ ιν α φυτυρε.
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Ανοτηερ φεατυρε οφ ουρ ωορκ ωηιχη ωε ωουλδ λικε το ποιντ ουτ ηερε, ισ τηατ ωε
τακε ιντο αχχουντ εξπλιχιτλψ τηε ποσσιβιλιτψ οφ ωειγητεδ ϖεχτορ �ελδσ. Το εξπλαιν
τηισ ποιντ, ωε ρεχαλλ τηατ Ηρµανδερ�σ τηεορεµ ρεφερσ το αν οπερατορ οφ τηε κινδ

νΞ

ι=1

Ξ2
ι +Ξ0

ανδ τηατ, βοτη ιν δεαλινγ ωιτη τηε µετριχ ινδυχεδ βψ τηε Ξι�σ ανδ ιν δεαλινγ
ον α πριορι εστιµατεσ φορ σεχονδ ορδερ οπερατορσ, τηε �ελδ Ξ0 ηασ �ωειγητ τωο�,
χοµπαρεδ ωιτη Ξ1; Ξ2; :::; Ξν ωηιχη ηαϖε �ωειγητ ονε�: ιν σοµε σενσε, Ξ0 πλαψσ
τηε ρολε οφ α σεχονδ ορδερ δεριϖατιϖε, ιν α σιµιλαρ ωαψ ασ τηε τιµε δεριϖατιϖε εντερσ
τηε ηεατ εθυατιον. Ιν ♣2, µακινγ πρεχισε ουρ ασσυµπτιονσ ανδ νοτατιον, ωε ωιλλ
εξπλαιν ηοω ωε τακε ιντο αχχουντ τηισ φαχτ.

1.4 Λογιχαλ στρυχτυρε οφ τηε παπερ

Τηε παπερ ισ σεθυενχεδ ιντο τηρεε παρτσ. Ιν τηε �ρστ παρτ, χονσιστσ ιν ♣♣ 2−3, σοµε
ρεσυλτσ αβουτ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ αρε δεδυχεδ φροµ αναλογουσ ρεσυλτσ ωηιχη
αρε κνοων το ηολδ φορ σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ. Ναµελψ, ιν ♣2, αφτερ ιντροδυχινγ
νοτατιον ανδ µακινγ πρεχισε ουρ ασσυµπτιονσ, ωε προϖε α �ρστ βασιχ ινεθυαλιτψ
ρελατινγ τηε συβελλιπτιχ µετριχ δ ινδυχεδ βψ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ ανδ τηε
Ευχλιδεαν ονε. Τηεν, ιν ♣3 ωε ιντροδυχε, ιν α στανδαρδ ωαψ, α φαµιλψ οφ σµοοτη
ϖεχτορ �ελδσ ωηιχη αππροξιµατε τηε νονσµοοτη ονεσ ιν τηε νειγηβορηοοδ οφ α
ποιντ (βψ Ταψλορ�σ εξπανσιον οφ τηειρ χοε′χιεντσ), ανδ προϖε τηατ τηε µετριχ βαλλσ
οφ τηε διστανχεσ ινδυχεδ βψ σµοοτη ανδ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ αρε χοµπαραβλε.
Ιν ϖιεω οφ τηε δουβλινγ χονδιτιον ωηιχη ηολδσ ιν τηε σµοοτη χασε, τηισ ιµπλιεσ
τηε δουβλινγ χονδιτιον αλσο φορ τηε µετριχ δ. Τηισ αππροξιµατιον τεχηνιθυε
φορ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ ηασ βεεν αλρεαδψ υσεδ βψ σεϖεραλ αυτηορσ, σεε φορ
ινστανχε [5], [8].
Ιν τηε σεχονδ παρτ, χονσιστινγ ιν ♣♣4−5, ωε στυδψ εξτενσιϖελψ εξπονεντιαλ ανδ

�θυασιεξπονεντιαλ� µαπσ βυιλτ ωιτη ουρ ϖεχτορ �ελδσ. Ιν χοντραστ ωιτη τηε στψλε
οφ τηε �ρστ παρτ, ηερε ωε δο νοτ υσε ανψ αππροξιµατιον αργυµεντ, βυτ ηαϖε το
ωορκ διρεχτλψ ωιτη νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ. Τηε κεψ ρεσυλτ ιν ♣4 ισ Τηεορεµ
4.2, ωηιχη σαψσ τηατ τηε θυασιεξπονεντιαλ µαπσ βυιλτ χοµποσινγ ιν α συιταβλε
ωαψ τηε εξπονεντιαλσ οφ ουρ βασιχ ϖεχτορ �ελδσ αρε αππροξιµατεδ βψ τηε εξπο−
νεντιαλσ οφ χοµµυτατορσ. Ασ α χονσεθυενχε οφ τηισ ρεσυλτ, ιν ♣5 ωε χαν προϖε
Τηεορεµ 5.1, ωηιχη στατεσ τηατ τηε σετ οφ ποιντσ ωηιχη αρε ρεαχηαβλε µοϖινγ
αλονγ ιντεγραλ χυρϖεσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ φροµ α �ξεδ ποιντ, ισ δι⁄εοµορπηιχ το
α νειγηβορηοοδ οφ τηε οριγιν. Τηε τωο τηεορεµσ ωε ηαϖε ϕυστ θυοτεδ αρε περ−
ηαπσ τηε τεχηνιχαλ χορε οφ τηε παπερ, ανδ τηε ποσσιβιλιτψ οφ προϖινγ τηεµ υνδερ
ουρ µιλδ σµοοτηνεσσ ασσυµπτιονσ ρελιεσ ον α χαρεφυλ στυδψ οφ ρεγυλαριτψ µαττερσ
ρελατεδ το εξπονεντιαλ ανδ θυασιεξπονεντιαλ µαπσ. Τηεσε τωο τηεορεµσ ηαϖε
σεϖεραλ ιντερεστινγ χονσεθυενχεσ. Τηε �ρστ ισ α ϖερσιον οφ Χηοω�σ χοννεχτιϖιτψ
τηεορεµ (Τηεορεµ 5.5). Α σεχονδ ονε ισ τηε προοφ οφ τηε λοχαλ εθυιϖαλενχε οφ
τηε �χοντρολ διστανχε� δ1 ατταχηεδ το ουρ σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ (ανδ δε�νεδ
ωιτηουτ ρεφερενχε το τηε χοµµυτατορσ) ωιτη δ, ασ ιν τηε σµοοτη χασε (Τηεορεµ
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5.10). Ιν τηε �αξιοµατιχ τηεοριεσ� οφ ϖεχτορ �ελδσ ωιτη Λιπσχηιτζ χοντινυουσ χο−
ε′χιεντσ, δ1 ισ τηε νατυραλ διστανχε τηατ χαν βε δε�νεδ, ωηιλε δ (ωηιχη ινϖολϖεσ
χοµµυτατορσ) ισ γενεραλλψ µεανινγλεσσ. Τηερεφορε, τηε εθυιϖαλενχε οφ δ ανδ δ1
ισ α χρυχιαλ ποιντ, βεχαυσε ιτ αλλοωσ το λινκ τηε αβστραχτ ρεσυλτσ οφ αξιοµατιχ
τηεοριεσ ωιτη ουρ µορε χονχρετε σεττινγ (τηισ φαχτ ωιλλ βε αχτυαλλψ υσεφυλ ιν ♣6).
Α τηιρδ χονσεθυενχε ισ τηε ποσσιβιλιτψ οφ χοντρολλινγ τηε ινχρεµεντ οφ α φυνχτιον
βψ µεανσ οφ ιτσ γραδιεντ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι (Τηεορεµ 5.11).
Τηε τηιρδ παρτ οφ τηε παπερ χονσιστινγ ιν ♣♣6−8. Ηερε ωε προϖε Ποινχαρ�σ

ινεθυαλιτψ ανδ δραω σοµε χονσεθυενχεσ φροµ τηε ωηολε τηεορψ δεϖελοπεδ σο
φαρ. Ιν τηισ παρτ ωε σετ Ξ0 � 0 (ασ ισ νατυραλ ιν τηε χοντεξτ οφ Ποινχαρ−τψπε
ινεθυαλιτιεσ) ανδ στρενγτηεν ουρ ασσυµπτιονσ ον τηε Ξι�σ, ασκινγ τηεµ το βελονγ
το Χρ�1;1; ινστεαδ οφ Χρ�1 (ρεχαλλ τηατ ρ ισ τηε µαξιµυµ λενγτη οφ χοµµυτατορσ
ρεθυιρεδ το χηεχκ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον). Παρτ 3 ισ ιν σοµε σενσε α µιξ οφ
τηε τεχηνιθυεσ εµπλοψεδ ιν Παρτ 1 ανδ Παρτ 2: ναµελψ, ωε µακε υσε οφ τηε
αππροξιµατιον βψ σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ ανδ αππλψ σοµε κνοων ρεσυλτσ ωηιχη ηολδ
ιν τηε σµοοτη χασε (ασ ιν Παρτ 1) βυτ αλσο ηαϖε το µακε εξπλιχιτ χοµπυτατιον
ωιτη νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ (ασ ιν Παρτ 2). Ουρ στρατεγψ το προϖε Ποινχαρ�σ
ινεθυαλιτψ ισ το εξπλοιτ τηε γενεραλ αππροαχη δεϖελοπεδ βψ Λανχονελλι−Μορβιδελλι
ιν [33], ασ ωελλ ασ ϑερισον�σ µετηοδ οφ προϖινγ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ �ρστ φορ τηε
λιφτεδ ϖεχτορ �ελδσ ανδ τηεν ιν τηε γενεραλ χασε. Ωε ωιλλ σαψ µορε αβουτ τηισ ιν
♣♣6−7; ηερε ωε ϕυστ ωαντ το στρεσσ τηατ αλλ τηε ρεσυλτσ προϖεδ ιν τηισ παπερ βεφορε
Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ αρε νεεδεδ, ιν ορδερ το αππλψ τηε ρεσυλτσ ιν [33] ανδ δεριϖε
τηισ ρεσυλτ ιν ουρ χοντεξτ.
Φιναλλψ, ιν ♣8, ωε σηοω σοµε οφ τηε φαχτσ ωηιχη ιµµεδιατελψ φολλοω φροµ

ουρ ρεσυλτσ, τηανκσ το τηε εξιστινγ �αξιοµατιχ τηεοριεσ�: α Σοβολεϖ εµβεδδινγ,
π−Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ, ανδ Μοσερ�σ ιτερατιον φορ ϖαριατιοναλ σεχονδ ορδερ οπερ−
ατορσ στρυχτυρεδ ον νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ
Τηε παπερ ενδσ ωιτη αν Αππενδιξ ωηερε ωε χολλεχτ σοµε µισχελλανεουσ

κνοων ρεσυλτσ αβουτ ορδιναρψ δι⁄ερεντιαλ εθυατιονσ, ωηιχη αρε υσεδ τηρουγη−
ουτ τηε παπερ, τογετηερ ωιτη τηε ϕυστι�χατιον οφ α Χλαιµ µαδε ιν ♣3.
Αχκνοωλεδγεµεντσ. Ωε ωιση το τηανκ Ερµαννο Λανχονελλι ανδ Γιοϖαννα

Χιττι φορ σοµε υσεφυλ χονϖερσατιον ον τηε συβϕεχτ οφ τηισ ρεσεαρχη.
Ωηιλε ωε ωερε χοµπλετινγ τηισ παπερ, Ανναµαρια Μονταναρι ανδ ∆ανιελε

Μορβιδελλι τολδ υσ τηατ τηεψ ωερε ωορκινγ ον σιµιλαρ προβλεµσ, ανδ ηαϖε προϖεδ
σοµε ρεσυλτσ σιµιλαρ το ουρσ ιν [41]. Ωε τηανκ τηεσε αυτηορσ φορ σηαρινγ ωιτη
υσ τηισ ινφορµατιον, ανδ ∆ανιελε Μορβιδελλι φορ ηαϖινγ µαδε ιµπορταντ ρεµαρκσ
ον α πρεπριντ οφ τηισ παπερ.

2 Τηε συβελλιπτιχ µετριχ

Νοτατιον. Λετ Ξ0; Ξ1; :::; Ξν βε α σψστεµ οφ ρεαλ ϖεχτορ �ελδσ, δε�νεδ ιν α
δοµαιν οφ Ρπ: Λετ υσ ασσιγν το εαχη Ξι α ωειγητ πι, σαψινγ τηατ

π0 = 2 ανδ πι = 1 φορ ι = 1; 2; :::ν:

Τηε φολλοωινγ στανδαρδ νοτατιον, ωιλλ βε υσεδ τηρουγηουτ τηε παπερ. Φορ
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ανψ µυλτιινδεξ
Ι = (ι1; ι2; :::; ικ)

ωε δε�νε τηε ωειγητ οφ Ι ασ

ϕΙϕ =
κΞ

ϕ=1

πιϕ :

Σοµετιµεσ, ωε ωιλλ αλσο υσε τηε (υσυαλ) λενγτη οφ Ι;

 (Ι) = κ:

Φορ ανψ µυλτιινδεξ Ι = (ι1; ι2; :::; ικ) ωε σετ:

ΞΙ = Ξι1Ξι2 :::Ξικ

ανδ
Ξ[Ι] =

�
Ξι1 ;

�
Ξι2 ; :::

�
Ξικ�1 ; Ξικ

�
:::
��
:

Ιφ Ι = (ι1) ; τηεν
Ξ[Ι] = Ξι1 = ΞΙ :

Ασ υσυαλ, Ξ[Ι] χαν βε σεεν ειτηερ ασ α δι⁄ερεντιαλ οπερατορ ορ ασ α ϖεχτορ
�ελδ. Ωε ωιλλ ωριτε

Ξ[Ι]φ

το δενοτε τηε δι⁄ερεντιαλ οπερατορ Ξ[Ι] αχτινγ ον α φυνχτιον φ , ανδ

�
Ξ[Ι]

�
ξ

το δενοτε τηε ϖεχτορ �ελδ Ξ[Ι] εϖαλυατεδ ατ τηε ποιντ ξ.

Ασσυµπτιονσ (Α). Ωε ασσυµε τηατ φορ σοµε ιντεγερ ρ � 2 ανδ σοµε
βουνδεδ δοµαιν (ι.ε., χοννεχτεδ οπεν συβσετ) 
 � Ρπ τηε φολλοωινγ ηολδ:

(Α1) Τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξ1; Ξ2; :::; Ξν βελονγ το Χρ�1
�


�
;

ωηιλε τηε χοε′χιεντσ οφ Ξ0 βελονγ το Χρ�2
�


�
: Ηερε ανδ ιν τηε φολλοωινγ,

Χκ στανδσ φορ τηε χλασσιχαλ σπαχε οφ φυνχτιονσ ωιτη χοντινυουσ δεριϖατιϖεσ
υπ το ορδερ κ.

(Α2) Τηε ϖεχτορσ
��
Ξ[Ι]

�
ξ

	
ϕΙϕ�ρ

σπαν Ρπ ατ εϖερψ ποιντ ξ 2 
.

Ασσυµπτιονσ (Α) ωιλλ βε ιν φορχε τηρουγηουτ τηισ σεχτιον ανδ τηε φολλοωινγ.
Τηεσε ασσυµπτιονσ αρε χονσιστεντ ιν ϖιεω οφ τηε φολλοωινγ

Ρεµαρκ 2.1 Υνδερ τηε ασσυµπτιον (Α1) αβοϖε, φορ ανψ 1 � κ � ρ; τηε δι⁄ερ−
εντιαλ οπερατορσ

φΞΙγϕΙϕ�κ
αρε ωελλ δε�νεδ, ανδ ηαϖε Χρ�κ χοε′χιεντσ. Τηε σαµε ισ τρυε φορ τηε ϖεχτορ
�ελδσ

�
Ξ[Ι]

	
ϕΙϕ�κ

:
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∆επενδενχε οφ τηε χονσταντσ. Ωε ωιλλ οφτεν ωριτε τηατ σοµε χονσταντ
δεπενδσ ον τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ ανδ σοµε �ξεδ δοµαιν 
0 β 
. (Αχτυαλλψ,
τηε δεπενδενχε ον τηε Ξι�σ ωιλλ βε υσυαλλψ λεφτ υνδερστοοδ). Εξπλιχιτλψ, τηισ ωιλλ
µεαν τηατ τηε χονσταντ δεπενδσ ον:
(ι) 
0;
(ιι) τηε νορµσ Χρ�1

�


�
οφ τηε χοε′χιεντσ οφΞι (ι = 1; 2; :::; ν) ανδ τηε νορµσ

Χρ�2
�


�
οφ τηε χοε′χιεντσ οφ Ξ0;

(ιιι) τηε µοδυλι οφ χοντινυιτψ ον 
 οφ τηε ηιγηεστ ορδερ δεριϖατιϖεσ οφ τηε
χοε′χιεντσ οφ τηε Ξι�σ (ι = 0; 1; 2; :::; ν) :
(ιϖ) α ποσιτιϖε χονσταντ χ0 συχη τηατ τηε φολλοωινγ βουνδ ηολδσ:

ινφ
ξ2
0

µαξ
ϕΙ1ϕ;ϕΙ2ϕ;:::;ϕΙπϕ�ρ

���δετ
��
Ξ[Ι1]

�
ξ
;
�
Ξ[Ι2]

�
ξ
; :::;

�
Ξ[Ιπ]

�
ξ

���� � χ0

(ωηερε �δετ� δενοτεσ τηε δετερµιναντ οφ τηε π � π µατριξ ηαϖινγ τηε ϖεχτορσ�
Ξ[Ιι]

�
ξ
ασ ροωσ).

Νοτε τηατ (ιϖ) ισ α θυαντιτατιϖε ωαψ οφ ασσυρινγ τηε ϖαλιδιτψ οφ Ηρµανδερ�σ
χονδιτιον, υνιφορµλψ ιν 
0.

Τηε συβελλιπτιχ µετριχ ιντροδυχεδ βψ Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ [43], ιν τηισ σιτυ−
ατιον ισ δε�νεδ ασ φολλοωσ:

∆ε�νιτιον 2.2 Φορ ανψ � > 0; λετ Χ (�) βε τηε χλασσ οφ αβσολυτελψ χοντινυουσ
µαππινγσ ∋ : [0; 1] �! 
 ωηιχη σατισφψ

∋0 (τ) =
Ξ

ϕΙϕ�ρ

αΙ (τ)
�
Ξ[Ι]

�
∋(τ)

α.ε.

ωιτη αΙ : [0; 1]! Ρ µεασυραβλε φυνχτιονσ,

ϕαΙ (τ)ϕ � �ϕΙϕ:

Τηεν δε�νε

δ (ξ; ψ) = ινφ φ� > 0 : 9∋ 2 Χ (�) ωιτη ∋ (0) = ξ; ∋ (1) = ψγ :

Τηε φολλοωινγ προπερτψ χαν βε προϖεδ εξαχτλψ λικε ιν τηε σµοοτη χασε (σεε
φορ ινστανχε Προποσιτιον 1.1 ιν [43]). Ωε πρεσεντ α προοφ φορ τηε σακε οφ χοµ−
πλετενεσσ.

Προποσιτιον 2.3 (Ρελατιον ωιτη τηε Ευχλιδεαν διστανχε) Ασσυµε (Α1)−(Α2).
Τηεν τηε φυνχτιον δ : 
 � 
 ! Ρ ισ α (�νιτε) διστανχε. Μορεοϖερ, τηερε εξιστ
α ποσιτιϖε χονσταντ χ1 δεπενδινγ ον 
 ανδ τηε Ξι�σ ανδ, φορ εϖερψ 


0 β 
; α
ποσιτιϖε χονσταντ χ2 δεπενδινγ ον 


0 ανδ τηε Ξι�σ, συχη τηατ

χ1 ϕξ� ψϕ � δ (ξ; ψ) � χ2 ϕξ� ψϕ1=ρ φορ ανψ ξ; ψ 2 
0: (2.1)

Ηενχε, ιν παρτιχυλαρ, τηε διστανχε δ ινδυχεσ Ευχλιδεαν τοπολογψ.
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Προοφ. Ιτ ισ χλεαρ βψ δε�νιτιον τηατ δ ισ α διστανχε. Ναµελψ, τηισ φολλοωσ φροµ τηε
φαχτ τηατ τηε υνιον οφ τωο χονσεχυτιϖε αδµισσιβλε χυρϖεσ χαν βε ρεπαραµετριζεδ
το γιϖε αν αδµισσιβλε χυρϖε. Το προϖε (2.1), λετ ∋ 2 Χ (�), φορ σοµε �, βε ανψ
χυρϖε ϕοινινγ ξ το ψ, χονταινεδ ιν 
, τηεν:

∋0 (τ) =
Ξ

ϕΙϕ�ρ

αΙ (τ)
�
Ξ[Ι]

�
∋(τ)

∋ (0) = ξ; ∋ (1) = ψ; ϕαΙ (τ)ϕ � �ϕΙϕ:
Ηενχε

ϕψ � ξϕ =
����
Ζ 1

0

∋0 (τ) δτ

���� �
Ζ 1

0

Ξ

ϕΙϕ�ρ

���αΙ (τ)
�
Ξ[Ι]

�
∋(τ)

��� δτ �

� συπ
ϕΙϕ�ρ;ζ2


���Ξ[Ι]
�
ζ

�� �
Ξ

ϕΙϕ�ρ

�ϕΙϕ � χ�:

Βψ τηε δε�νιτιον οφ δ, τακινγ τηε ιν�µυµ οϖερ � ωε γετ τηε �ρστ ινεθυαλιτψ ιν
(2.1).
Το προϖε τηε σεχονδ ινεθυαλιτψ, �ξ ξ0 2 
0; ανδ σελεχτ α συβσετ � οφ µυλτι−

ινδιχεσ Ι; ϕΙϕ � ρ; συχη τηατ
�
Ξ[Ι]

	
Ι2�

ισ α βασισ οφ Ρπ ατ ξ0; ανδ τηερεφορε ιν

α σµαλλ νειγηβορηοοδ Υ (ξ0) β 
; βψ χοντινυιτψ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ
�
Ξ[Ι]

	
Ι2�

;

ωε χαν τακε Υ (ξ0) σµαλλ ενουγη σο τηατ τηε π� π µατριξ
φ�Ιϑ (ξ)γΙ;ϑ2� , ωιτη �Ιϑ (ξ) =

�
Ξ[Ι]

�
ξ
�
�
Ξ[ϑ]

�
ξ

βε υνιφορµλψ ποσιτιϖε ιν Υ (ξ0):
Ξ

Ι;ϑ2�

�Ιϑ (ξ) �Ι�ϑ � χ0 ϕ�ϕ2 φορ ανψ ξ 2 Υ (ξ0) , � 2 Ρπ: (2.2)

Νοω, φορ ανψ ξ; ψ 2 Υ (ξ0) ; λετ  βε ανψ Χ1 χυρϖε χονταινεδ ιν Υ (ξ0) ; συχη
τηατ  (0) = ξ;  (1) = ψ, ανδ συχη τηατ λενγτη() � χ ϕξ� ψϕ ; µορεοϖερ, ωε τακε
 οφ χονσταντ σπεεδ, ηενχε

ϕ0 (τ)ϕ = λενγτη () : (2.3)

Σινχε τηε ϖεχτορ �ελδσ
�
Ξ[Ι]

	
Ι2�

αρε α βασισ οφ Ρπ ατ ανψ ποιντ οφ Υ (ξ0) ; ωε
χαν ωριτε

0 (τ) =
Ξ

Ι2�

αΙ (τ)
�
Ξ[Ι]

�
(τ)

φορ συιταβλε φυνχτιονσ αΙ ; ωηερε, βψ (2.2)

ϕ0 (τ)ϕ2 � χ0
Ξ

ϑ2�

ϕαϑ (τ)ϕ2 :

Ηενχε, βψ (2.3),

ϕαΙ (τ)ϕ � χ ϕ0 (τ)ϕ � χ ϕξ� ψϕ � χ ϕξ� ψϕϕΙϕ=ρ : (2.4)

Τηερεφορε  2 Χ
�
χ ϕξ� ψϕ1=ρ

�
ανδ τηε σεχονδ ινεθυαλιτψ ιν (2.1) φολλοωσ, φορ

ανψ ξ; ψ 2 Υ (ξ0) : Α χοµπαχτνεσσ αργυµεντ γιϖεσ τηε γενεραλ χασε.
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3 Αππροξιµατινγ ϖεχτορ �ελδσ ανδ τηε δουβλινγ

χονδιτιον

Α κεψ τοολ ιν τηε στυδψ οφ τηε νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Ξι ισ το αππροξιµατε
τηεµ, λοχαλλψ, ωιτη σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ, ασ ωε σηαλλ εξπλαιν ιν τηισ σεχτιον.
Λετ υσ σταρτ ωιτη τηε φολλοωινγ γενεραλ ρεµαρκ, ωηιχη φολλοωσ φροµ τηε σταν−

δαρδ Ταψλορ φορµυλα.
Φορ ανψ φ 2 Χκ (
) ανδ 
0 β 
; λετ υσ δε�νε τηε φολλοωινγ µοδυλι οφ

χοντινυιτψ:

!� (�) = συπ φϕ∆�φ (ξ)�∆�φ (ψ)ϕ : ξ; ψ 2 
0; ϕξ� ψϕ � �γ φορ ανψ ϕ�ϕ = κ;
!κ (�) = µαξ

ϕ�ϕ=κ
!� (�) :

Τηεν τηε φολλοωινγ ηολδσ:

φ (ξ) =
Ξ

ϕ�ϕ�κ

∆�φ (ξ0)

�!
(ξ� ξ0)�+Ο

�
ϕξ� ξ0ϕκ !κ (ϕξ� ξ0ϕ)

�
φορ ανψ ξ; ξ0 2 
0:

Τηε ερρορ τερµ Ο
�
ϕξ� ξ0ϕκ !κ (ϕξ� ξ0ϕ)

�
χαν βε ρεωριττεν ασ ο

�
ϕξ� ξ0ϕκ

�
,

ωηερε τηισ σψµβολ µεανσ τηατ

ο
�
ϕξ� ξ0ϕκ

�

ϕξ� ξ0ϕκ
! 0 φορ ξ! ξ0;

υνιφορµλψ φορ ξ0 ρανγινγ ιν 

0:Ωε στρεσσ τηατ, αλτηουγη ελεµενταρψ, τηισ ρεµαρκ

ισ χρυχιαλ ιν αλλοωινγ υσ το προϖε τηε δουβλινγ χονδιτιον ασσυµινγ τηε χοε′χιεντσ
οφ Ξι ϕυστ ιν Χρ�1 (ανδ νοτ, φορ ινστανχε, ιν Χρ�1;1; ασ ωε σηαλλ δο λατερ).
Νοω, �ξ α ποιντ ξ0 2 
; φορ ανψ ι = 0; 1; 2; :::; ν, λετ υσ χονσιδερ τηε ϖεχτορ

�ελδ

Ξι =

πΞ

ϕ=1

βιϕ (ξ) ≅ξϕ ;

λετ πριϕ (ξ) βε τηε Ταψλορ πολψνοµιαλ οφ βιϕ (ξ) οφ χεντερ ξ0 ανδ ορδερ ρ� πι; νοτε
τηατ, υνδερ ασσυµπτιον (Α1), ανδ βψ τηε αβοϖε ρεµαρκ,

βιϕ (ξ) = π
ρ
ιϕ (ξ) + ο

�
ϕξ� ξ0ϕρ�πι

�
(3.1)

ωιτη τηε αβοϖε µεανινγ οφ τηε σψµβολ ο (�).
Σετ

Σξ0ι =

πΞ

ϕ=1

πριϕ (ξ) ≅ξϕ :

Ωε ωιλλ οφτεν ωριτε Σι ιν πλαχε οφ Σ
ξ0
ι ; λεαϖινγ τηε δεπενδενχε ον τηε ποιντ ξ0

ιµπλιχιτλψ υνδερστοοδ.
Φροµ (3.1) ιµµεδιατελψ φολλοωσ:
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Προποσιτιον 3.1 Ασσυµε (Α1) (σεε ♣2). Τηεν τηε Σξ0ι �σ (ι = 0; 1; 2; :::; ν) αρε
σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ δε�νεδ ιν τηε ωηολε σπαχε, σατισφψινγ:

(ΣΙ)ξ0 = (ΞΙ)ξ0 ανδ
�
Σ[Ι]

�
ξ0
=
�
Ξ[Ι]

�
ξ0
φορ ανψ Ι ωιτη ϕΙϕ � ρ.

Μορεοϖερ,

Ξ[Ι] � Σ[Ι] =
πΞ

ϕ=1

χϕΙ (ξ) ≅ξϕ ωιτη χ
ϕ
Ι (ξ) = ο

�
ϕξ� ξ0ϕρ�ϕΙϕ

�
: (3.2)

Ωε αλσο νεεδ το χηεχκ τηατ τηε Σξ0ι �σ σατισφψ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον ιν α
νειγηβορηοοδ οφ ξ0; ωιτη σοµε υνιφορµ χοντρολ ον τηε διαµετερ οφ τηισ νειγη−
βορηοοδ:

Λεµµα 3.2 Φορ εϖερψ δοµαιν 
0 β 
 τηερε εξιστσ α χονσταντ � > 0 δεπενδ−
ινγ ον 
0 ανδ τηε Ξι�σ, συχη τηατ φορ ανψ ξ0 2 
0 τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ
Σξ01 ; Σ

ξ0
2 ; :::; Σ

ξ0
ν σατισφψ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον ιν

Υ� (ξ0) = φξ 2 
 : ϕξ� ξ0ϕ < �γ :

Προοφ. Λετ φ (ξ; ξ0) = µαξ�

����δετ
ν�
Σξ0[Ι]

�

ξ

ο

Ι2�

���� ωηερε τηε µαξιµυµ ισ τακεν

οϖερ αλλ τηε ποσσιβλε χηοιχεσ οφ φαµιλψ � οφ π µυλτιινδιχεσ Ι ωιτη ϕΙϕ � ρ. Ωριτινγ
τηε εξπλιχιτ φορµ οφ τηε Σξ0ι �σ:

Σξ0ι =
νΞ

ϕ=1

0
≅

Ξ

ϕ�ϕ�ρ�1

∆�βιϕ (ξ0)

�!
(ξ� ξ0)�

1
Α ≅ξϕ ; ωηερε

Ξι =
νΞ

ϕ=1

βιϕ (ξ) ≅ξϕ ;

ωε σεε τηατ τηε φυνχτιον φ ισ χοντινυουσ ιν 
�
. Αλσο οβσερϖε νοω τηατ, σινχε�
Σξ0[Ι]

�

ξ0
=
�
Ξ[Ι]

�
ξ0
ωε ηαϖε

φ (ξ0; ξ0) = µαξ
�

����δετ
ν�
Ξ[Ι]

�
ξ0

ο

Ι2�

���� � χ0 > 0 8ξ0 2 

0:

Τηε υνιφορµ χοντινυιτψ οφ φ (ιν α συιταβλε δοµαιν τηατ χονταινσ 
0 � 
0)
αλλοωσ το �νδ � > 0 συχη τηατ φ (ξ; ξ0) > 1

2χ0 ισ ϕξ� ξ0ϕ 6 �. Τηισ προϖεσ τηατ
ιν Υ� (ξ0) τηε Σ

ξ0
ι σατισφψ Ηρµανδερ�σ χονδιτιον.

Τηε φαµιλψ φΣξ0ι γ
ν
ι=1 ωιλλ βε α κεψ τοολ φορ υσ. Ναµελψ, τηρουγηουτ τηε

παπερ ωε ωιλλ αππλψ το τηε Σξ0ι �σ φουρ ιµπορταντ ρεσυλτσ προϖεδ βψ Ναγελ−Στειν−
Ωαινγερ [43] φορ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, ναµελψ: τηε εστιµατε ον τηε
ϖολυµε οφ µετριχ βαλλσ; τηε δουβλινγ χονδιτιον (βοτη χονταινεδ ιν [43, Τηεορεµ
1]); τηε εθυιϖαλενχε βετωεεν τωο δι⁄ερεντ διστανχεσ ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ
([43, Τηεορεµ 4]), ανδ α µορε τεχηνιχαλ ρεσυλτ ωηιχη ωε ωιλλ ρεχαλλ λατερ ασ
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Τηεορεµ 7.5. Σινχε, ον τηε οτηερ ηανδ, φορ εϖερψ δι⁄ερεντ ποιντ ξ0 2 
0 ωε αρε
χονσιδερινγ α δι⁄ερεντ σψστεµ οφ σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ, ωε αρε οβλιγεδ το χηεχκ
τηατ τηε χονσταντσ αππεαρινγ ιν Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ�σ εστιµατεσ δεπενδ ον τηε
σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ ιν α ωαψ τηατ αλλοωσ το κεεπ τηεµ υνδερ υνιφορµ χοντρολ,
φορ ξ0 ρανγινγ ιν 
0 β 
: Τηισ ισ ποσσιβλε ιν ϖιεω οφ τηε φολλοωινγ:

Χλαιµ 3.3 Λετ Σ1; Σ2; :::; Σν βε α σψστεµ οφ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ
οφ στεπ ρ ιν σοµε νειγηβουρηοοδ 
 οφ α βουνδεδ δοµαιν 
0 � Ρ

π: Τηεν αλλ
τηε χονσταντσ αππεαρινγ ιν τηε εστιµατεσ προϖεδ ιν [43] δεπενδ ον τηε Σι�σ ονλψ
τηρουγη τηε φολλοωινγ θυαντιτιεσ:

1. αν υππερ βουνδ ον τηε Χκ
�

0
�
νορµσ οφ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε Σι�σ, φορ

σοµε �λαργε� κ ονλψ δεπενδινγ ον τηε νυµβερσ π; ν; ρ;

2. α ποσιτιϖε λοωερ βουνδ ον

ινφ
ξ2
0

µαξ
ϕΙ1ϕ;ϕΙ2ϕ;:::;ϕΙπϕ�ρ

���δετ
��
Σ[Ι1]

�
ξ
;
�
Σ[Ι2]

�
ξ
; :::;

�
Σ[Ιπ]

�
ξ

���� :

Α ϕυστι�χατιον οφ τηισ Χλαιµ ωιλλ βε σκετχηεδ ιν τηε Αππενδιξ. Ηερε ωε
ϕυστ ρεχαλλ τηατ α σιµιλαρ χλαιµ (σπεχι�χαλλψ ρεφερρινγ το τηε δουβλινγ χονδιτιον
προϖεδ ιν [43]) ωασ �ρστ µαδε βψ ϑερισον ιν [28].
Νοω, λετ υσ �ξ α δοµαιν 
0 β 
; φορ ανψ ξ0 2 
0 ωε χαν σεε βψ τηε εξπλιχιτ

φορµ οφ τηε Σξ0ι τηατ

1. τηε Χκ
�

0
�
νορµσ οφ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε Σξ0ι �σ αρε βουνδεδ, φορ αλλ κ;

βψ α χονσταντ ονλψ δεπενδινγ ον τηε Χρ�πι
�

0
�
νορµσ οφ τηε χοε′χιεντσ

οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι; τηε νυµβερσ ρ; π ανδ τηε διαµετερ οφ 
0.

Μορεοϖερ, φροµ τηε προοφ οφ Λεµµα 3.2 ωε ρεαδ τηατ:

2. τηερε εξιστσ α χονσταντ χ0 > 0 συχη τηατ φορ ανψ ξ0 2 
0; ιφ Υ� (ξ0) ισ τηε
νειγηβορηοοδ αππεαρινγ ιν Λεµµα 3.2, ωηερε τηε Σξ0ι σατισφψ Ηρµανδερ�σ
χονδιτιον, τηεν

ινφ
ξ2Υ�(ξ0)

µαξ
ϕΙϕ ϕ�ρ

���δετ
��
Σξ0[Ι1]

�

ξ
;
�
Σξ0[Ι2]

�

ξ
; :::;

�
Σξ0[Ιπ]

�

ξ

���� � χ0:

Τηε χονσταντ χ0 δεπενδσ ον ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ ονλψ τηρουγη τηε Χρ�πι
�

0
�

νορµσ οφ τηε χοε′χιεντσ, τηε µοδυλι οφ χοντινυιτψ ον 
0 οφ τηε ηιγηεστ
ορδερ δεριϖατιϖεσ οφ τηε χοε′χιεντσ, ανδ τηε ποσιτιϖε θυαντιτψ

ινφ
ξ2
0

µαξ
ϕΙϕ ϕ�ρ

���δετ
��
Ξ[Ι1]

�
ξ
;
�
Ξ[Ι2]

�
ξ
; :::;

�
Ξ[Ιπ]

�
ξ

���� :

Τηε αβοϖε δισχυσσιον αλλοωσ υσ το ασσυρε τηατ εϖερψ τιµε ωε ωιλλ αππλψ το
τηε σψστεµ οφ αππροξιµατινγ ϖεχτορ �ελδσ Σξ0ι σοµε ρεσυλτσ προϖεδ ιν [43] φορ
σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, τηε χονσταντσ αππεαρινγ ιν τηεσε εστιµατεσ
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ωιλλ βε βουνδεδ, υνιφορµλψ φορ ξ0 ρανγινγ ιν 
0; ιν τερµσ οφ θυαντιτιεσ ρελατεδ
το ουρ οριγιναλ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Ξι.

Ιν ορδερ το προϖε τηε δουβλινγ χονδιτιον φορ τηε βαλλσ δε�νεδ βψ τηε διστανχε
ινδυχεδ βψ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ, τηε σιµπλεστ ωαψ ισ το χοµπαρε τηισ διστανχε
το τηε ονε ινδυχεδ βψ τηε σµοοτη αππροξιµατινγ ϖεχτορ �ελδσ Σι. Ωε ωιλλ σηοω
τηατ τηεσε τωο διστανχεσ αρε λοχαλλψ εθυιϖαλεντ, ιν α συιταβλε ποιντωισε σενσε,
ωηιχη ωιλλ βε ενουγη το δεδυχε τηε δουβλινγ χονδιτιον:

Τηεορεµ 3.4 (Αππροξιµατινγ βαλλσ) Ασσυµε (Α1)−(Α2). Φορ ανψ �ξεδ ξ0 2

0 β 
; λετ Σξ0ι βε τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ δε�νεδ ασ αβοϖε. Λετ υσ δενοτε βψ δΞ
ανδ δΣ τηε διστανχεσ ινδυχεδ βψ τηε Ξι�σ ανδ τηε Σι�σ, ρεσπεχτιϖελψ, ανδ βψ ΒΞ
ανδ ΒΣ τηε χορρεσπονδινγ µετριχ βαλλσ. Τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ χ1; χ2; ρ0
δεπενδινγ ον 
;
0 ανδ τηε Ξι�σ; βυτ νοτ ον ξ0, συχη τηατ

ΒΣξ0 (ξ0; χ1�) � ΒΞ (ξ0; �) � ΒΣξ0 (ξ0; χ2�)

φορ ανψ � < ρ0:

Προοφ. Λετ ξ 2 ΒΣξ0 (ξ0; �) : Τηισ µεανσ τηερε εξιστσ � (τ) συχη τηατ
(
�0 (τ) =

Π
ϕΙϕ�ρ αΙ (τ)

�
Σξ0[Ι]

�

�(τ)

� (0) = ξ0; � (1) = ξ

ωιτη ϕαΙ (τ)ϕ � �ϕΙϕ: Λετ  (τ) βε α σολυτιον το τηε σψστεµ
�
0 (τ) =

Π
ϕΙϕ�ρ αΙ (τ)

�
Ξ[Ι]

�
(τ)

 (0) = ξ0;

ανδ σετ ξ0 =  (1) : (Νοτε τηατ ιν γενεραλ ωε δον�τ ηαϖε υνιθυενεσσ, βεχαυσε
τηε Ξ[Ι]�σ αρε ϕυστ χοντινυουσ ιφ ϕΙϕ = ρ ανδ τηε φυνχτιονσ αΙ (�) χαν βε µερελψ
µεασυραβλε; ηοωεϖερ, εξιστενχε ισ γραντεδ βψ Χαρατηοδορψ�σ τηεορεµ, σεε τηε
Αππενδιξ).
Βψ δε�νιτιον, ξ0 2 ΒΞ (ξ0; �) : Ωε ηαϖε

ϕ (τ)� � (τ)ϕ =
����
Ζ τ

0

(0 (σ)� �0 (σ)) δσ
���� �

�
Ξ

ϕΙϕ�ρ

Ζ τ

0

ϕαΙ (σ)ϕ
����
�
Ξ[Ι]

�
(σ)

�
�
Σξ0[Ι]

�

�(σ)

���� δσ �

�
Ξ

ϕΙϕ�ρ

Ζ τ

0

ϕαΙ (σ)ϕ
����
�
Ξ[Ι]

�
(σ)

�
�
Ξ[Ι]

�
�(σ)

���+
����
�
Ξ[Ι]

�
�(σ)

�
�
Σξ0[Ι]

�

�(σ)

����
�
δσ

� Α+Β:

Βψ (3.2) ωε ηαϖε, φορ � � ρ0, ρ0 σµαλλ ενουγη

Β � χ
Ξ

ϕΙϕ�ρ

Ζ τ

0

�ϕΙϕ ϕ� (σ)� ξ0ϕρ�ϕΙϕ δσ:
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Σινχε, βψ (2.1), ϕ� (σ)� ξ0ϕ � χδΣξ0 (� (σ) ; ξ0) � χ�;ωε οβταιν

Β �
Ξ

ϕΙϕ�ρ

χ�ϕΙϕ�ρ�ϕΙϕ = χ�ρ:

Μορεοϖερ,

Α �
Ξ

ϕΙϕ�ρ

Ζ τ

0

�ϕΙϕ
���
�
Ξ[Ι]

�
(σ)

�
�
Ξ[Ι]

�
�(σ)

��� δσ �

� χ
Ξ

ϕΙϕ<ρ

Ζ τ

0

�ϕΙϕ ϕ (σ)� � (σ)ϕ δσ+
Ξ

ϕΙϕ=ρ

�ρ � 2 συπ
ζ2


���Ξ[Ι]
�
ζ

��

� χ�
Ζ τ

0

ϕ (σ)� � (σ)ϕ δσ+ χ�ρ

ωηερε ωε υσεδ τηε φαχτ τηατ τηε Ξ[Ι] 2 Χ1
�


�
φορ ϕΙϕ < ρ ανδ Ξ[Ι] 2 Χ0

�


�
φορ

ϕΙϕ = ρ. Τηερεφορε ωε ηαϖε, φορ ανψ τ 2 (0; 1)

ϕ (τ)� � (τ)ϕ � χ�
Ζ τ

0

ϕ (σ)� � (σ)ϕ δσ+ χ�ρ:

Βψ Γρονωαλλ�σ Λεµµα (σεε τηε Αππενδιξ) τηισ ιµπλιεσ

ϕ (τ)� � (τ)ϕ � χ�ρ

φορ ανψ τ 2 (0; 1) ; ανδ σο
ϕξ� ξ0ϕ � χ�ρ

ωηιχη, αγαιν βψ (2.1), ιµπλιεσ

δΞ (ξ; ξ
0) � χ ϕξ� ξ0ϕ1=ρ � χ�:

Σινχε ωε αλρεαδψ κνοω τηατ ξ0 2 ΒΞ (ξ0; �), ωε ινφερ ξ 2 ΒΞ (ξ0; χ1�) : Ιν οτηερ
ωορδσ,

ΒΣξ0 (ξ0; �) � ΒΞ (ξ0; χ1�) :
Ωε χαν νοω ρεπεατ τηε σαµε αργυµεντ εξχηανγινγ τηε ρολεσ οφ δΞ ; δΣξ0 ; ανδ
γετ

ΒΞ (ξ0; �) � ΒΣξ0 (ξ0; χ2�) :
Αχτυαλλψ, ιν τηισ χασε, σοµε αργυµεντσ σιµπλιφψ, δυε το τηε σµοοτηνεσσ οφ τηε
ϖεχτορ �ελδσ Σξ0ι :
Βψ τηε δουβλινγ χονδιτιον ωηιχη ηολδσ φορ τηε βαλλσ ινδυχεδ βψ σµοοτη ϖεχτορ

�ελδσ, προϖεδ βψ Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ (σεε [43, Τηµ.1]), τηε αβοϖε Τηεορεµ
ιµµεδιατελψ ιµπλιεσ τηε φολλοωινγ

Τηεορεµ 3.5 (∆ουβλινγ χονδιτιον) Ασσυµε (Α1)−(Α2). Φορ ανψ δοµαιν

0 β 
; τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ χ; ρ0; δεπενδινγ ον 
;


0 ανδ τηε Ξι�σ;
συχη τηατ

ϕΒΞ (ξ0; 2�)ϕ � χ ϕΒΞ (ξ0; �)ϕ
φορ ανψ ξ0 2 
0; � < ρ0:
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Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ ιν [43] δεδυχε τηε δουβλινγ χονδιτιον φροµ α σηαρπ
ρεσυλτ αβουτ τηε ϖολυµε οφ µετριχ βαλλσ, ωηιχη ωε ρεχαλλ ηερε. Αλσο τηισ ρεσυλτ
φολλοωσ, ιν τηε χασε οφ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ, βψ τηε αβοϖε τηεορεµ αβουτ
αππροξιµατινγ βαλλσ. Εϖεν τηουγη, ιν ουρ αππροαχη, τηε ϖολυµε εστιµατε οφ
νονσµοοτη βαλλσ ισ νοτ νεχεσσαρψ το προϖε τηε νονσµοοτη δουβλινγ χονδιτιον, ιτ
χαν βε οφ ινδεπενδεντ ιντερεστ.

Τηεορεµ 3.6 (ςολυµε οφ µετριχ βαλλσ) Λετ � βε ανψ φαµιλψ οφ π µυλτιινδιχεσ
Ι1; Ι2; :::; Ιπ ωιτη ϕΙϕ ϕ � ρ; λετ ϕ�ϕ =

Ππ
ϕ=1 ϕΙϕ ϕ. Λετ �� (ξ) βε τηε δετερµιναντ οφ

τηε π � π µατριξ οφ ροωσ
ν�
Ξ[Ιϕ ]

�
ξ

ο

Ιϕ2�
. Φορ ανψ 
0 β 
 τηερε εξιστ ποσιτιϖε

χονσταντσ χ1; χ2; ρ0 δεπενδινγ ον 
;

0 ανδ τηε Ξι�σ; συχη τηατ

χ1
Ξ

�

ϕ�� (ξ)ϕ �ϕ�ϕ � ϕΒΞ (ξ; �)ϕ � χ2
Ξ

�

ϕ�� (ξ)ϕ �ϕ�ϕ

φορ ανψ � < ρ0; ξ 2 
0, ωηερε τηε συµ ισ τακεν οϖερ ανψ φαµιλψ � ωιτη τηε αβοϖε
προπερτιεσ.

Προοφ. Βψ Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ�σ τηεορεµ (σεε [43, Τηµ.1]),

χ1
Ξ

�

ϕ�� (ξ)ϕ �ϕ�ϕ � ϕΒΣ (ξ; �)ϕ � χ2
Ξ

�

ϕ�� (ξ)ϕ �ϕ�ϕ

ωηερε ΒΣ ισ τηε βαλλ ινδυχεδ βψ τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Σξι . Νοτε τηατ
�
Ξ[Ι]

�
ξ
=�

Σξ[Ι]

�

ξ
φορ ϕΙϕ � ρ, τηερεφορε τηε θυαντιτψ �� (ξ) χοµπυτεδ φορ τηε σψστεµ Ξι ισ

τηε σαµε οφ τηατ χοµπυτεδ φορ τηε σψστεµ Σξι . Μορεοϖερ, τηε χονσταντσ χ1; χ2; ρ0
δο νοτ δεπενδ ον τηε ποιντ ξ, βυτ ονλψ ον 
;
0 ανδ τηε Ξι�σ: Τηεν τηε ρεσυλτ
φολλοωσ βψ Τηεορεµ 3.4.

4 Εξπονεντιαλ ανδ θυασιεξπονεντιαλ µαπσ

Ιν τηισ σεχτιον ωε σλιγητλψ στρενγτηεν ουρ ασσυµπτιονσ ασ φολλοωσ:
Ασσυµπτιονσ (Β). Ωε κεεπ ασσυµπτιονσ (Α) βυτ, ιν τηε χασε ρ = 2; ωε

αλσο ρεθυιρε Ξ0 το ηαϖε Λιπσχηιτζ χοντινυουσ (ινστεαδ οφ µερελψ χοντινυουσ)
χοε′χιεντσ.
Αχχορδινγλψ, τηε χονσταντσ ιν ουρ εστιµατεσ ωιλλ δεπενδ ον τηε Ξι τηρουγη

τηε θυαντιτιεσ στατεδ ιν ♣2 (σεε �∆επενδενχε οφ τηε χονσταντσ�) ανδ τηε Λιπσχηιτζ
νορµσ οφ τηε χοε′χιεντσ οφ Ξ0:

Λετ υσ ρεχαλλ τηε στανδαρδ δε�νιτιον οφ εξπονεντιαλ οφ α ϖεχτορ �ελδ. Ωε σετ:

εξπ (τΞ) (ξ0) = ∋ (τ)

ωηερε ∋ ισ τηε σολυτιον το τηε Χαυχηψ προβλεµ
�
∋0 (�) = Ξ∋(�)
∋ (0) = ξ0

(4.1)
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Τηε ποιντ εξπ (τΞ) (ξ0) ισ υνιθυελψ δε�νεδ φορ τ 2 Ρ σµαλλ ενουγη, ασ σοον ασ Ξ
ηασ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ χοε′χιεντσ, βψ τηε χλασσιχαλ Χαυχηψ�σ τηεορεµ αβουτ
εξιστενχε ανδ υνιθυενεσσ φορ σολυτιονσ το Χαυχηψ προβλεµσ. Φορ α �ξεδ 
0 β 
;
α τ−νειγηβορηοοδ οφ ζερο ωηερε εξπ (τΞ) (ξ0) ισ δε�νεδ χαν βε φουνδ υνιφορµλψ
φορ ξ0 ρανγινγ ιν 
0 (σεε τηε Αππενδιξ).
Εθυιϖαλεντλψ, ωε χαν ωριτε

εξπ (τΞ) (ξ0) = � (1)

ωηερε � ισ τηε σολυτιον το τηε Χαυχηψ προβλεµ
�
�0 (�) = τΞ�(�)
� (0) = ξ0:

Βψ δε�νιτιον οφ συβελλιπτιχ διστανχε, τηισ ιµπλιεσ ιν παρτιχυλαρ τηατ

δ (εξπ (τπιΞι) (ξ0) ; ξ0) � χτ (4.2)

(ρεχαλλ τηατ πι ισ τηε ωειγητ οφ Ξι; δε�νεδ ιν ♣2).
Λετ υσ αλσο δε�νε τηε φολλοωινγ θυασιεξπονεντιαλ µαπσ (φορ ι1; ι2; ::: 2 φ0; 1; :::; νγ):

Χ1 (τ;Ξι1) = εξπ (τ
πι1Ξι1) ;

Χ2 (τ;Ξι1Ξι2) = εξπ (�τπι2Ξι2) εξπ (�τπι1Ξι1) εξπ (τπι2Ξι2) εξπ (τπι1Ξι1) ;
:::

Χλ (τ;Ξι1Ξι2 :::Ξιλ) =

= Χλ�1 (τ;Ξι2 :::Ξιλ)
�1
εξπ (�τπι1Ξι1)Χλ�1 (τ;Ξι2 :::Ξιλ) εξπ (τπι1Ξι1)

Ρεµαρκ 4.1 Νοτε τηατ, ιν τηισ δε�νιτιον, τηε εξπονεντιαλ ισ τακεν ονλψ ον τηε
ϖεχτορ �ελδσ Ξι (ι = 1; 2; :::; ν), ωηιχη ηαϖε ατ λεαστ Χ1 χοε′χιεντσ, ανδ Ξ0;
ωηιχη ηασ ατ λεαστ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ χοε′χιεντσ, ηενχε Χλ ισ ωελλ δε�νεδ, φορ
τ σµαλλ ενουγη. Αλσο, νοτε τηατ Χ(Ι) (τ;ΞΙ) ισ τηε προδυχτ οφ α �ξεδ νυµβερ
(δεπενδινγ ον  (Ι)) οφ φαχτορσ οφ τηε κινδ εξπ (�τπιΞι) ωιτη ι = 0; 1; 2; :::; ν
(ανδ πι = 2; 1; 1; :::; 1, ρεσπεχτιϖελψ). Ιν παρτιχυλαρ, τηισ ιµπλιεσ τηατ εαχη µαπ

ξ 7�! Χ(Ι) (τ;ΞΙ) (ξ)

ισ ινϖερτιβλε, φορ τ σµαλλ ενουγη.
Μορεοϖερ, ιφ

ξ = Χλ (τ;Ξι1Ξι2 :::Ξιλ) (ξ0) ;

τηισ µεανσ τηατ τηε ποιντσ ξ0; ξ χαν βε ϕοινεδ βψ α χυρϖε χοµποσεδ βψ α �νιτε
νυµβερ οφ ιντεγραλ χυρϖεσ οφ τηε Ξι�σ, ανδ τηατ δ (ξ; ξ0) � χτ (σεε (4.2)). Ωε αρε
γοινγ το σηοω τηατ εϖερψ ποιντ ξ ιν α σµαλλ νειγηβορηοοδ οφ ξ0 χαν βε οβταινεδ
ιν τηισ ωαψ: τηισ ωιλλ ιµπλψ Χηοω�σ χοννεχτιϖιτψ τηεορεµ.

Τηε κεψ ρεσυλτ αβουτ τηε µαπσ Χλ δε�νεδ αβοϖε ισ τηε φολλοωινγ:
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Τηεορεµ 4.2 (Αππροξιµατιον οφ θυασιεξπονεντιαλ µαπσ ωιτη χοµµυτατορσ)
Φορ ανψ �ξεδ ξ0 2 
; λετ � βε α σετ οφ π µυλτιινδιχεσ Ι ωιτη ϕΙϕ � ρ συχη τηατν�
Ξ[Ι]

�
ξ0

ο

Ι2�
ισ α βασισ οφ Ρπ. Τηεν τηερε εξιστσ α νειγηβορηοοδ Υ οφ ξ0 συχη

τηατ φορ ανψ ξ 2 Υ ανδ ανψ Ι 2 �

Χ(Ι) (τ;ΞΙ) (ξ) = ξ+ τ
ϕΙϕ
�
Ξ[Ι]

�
ξ
+ ο

�
τϕΙϕ
�
ασ τ! 0

Χ(Ι) (τ;ΞΙ)
�1
(ξ) = ξ� τϕΙϕ

�
Ξ[Ι]

�
ξ
+ ο

�
τϕΙϕ
�
ασ τ! 0

ωηερε τηε ρεµαινδερ ο
�
τϕΙϕ
�
ισ α µαπ ξ 7! φ (τ) (ξ) συχη τηατ

συπ
ξ2Υ

ϕφ (τ) (ξ)ϕ
τϕΙϕ

! 0 ασ τ! 0:

Τηε αβοϖε τηεορεµ σαψσ τηατ µοϖινγ ιν α συιταβλε ωαψ αλονγ α χηαιν οφ
ιντεγραλ λινεσ οφ τηε Ξι�σ χαν γιϖε, ασ α νετ ρεσυλτ, α δισπλαχεµεντ αππροξιµατελψ
ιν τηε διρεχτιον οφ ανψ χοµµυτατορ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ. Σινχε τηε χοµµυτατορσ
σπαν, τηισ ωιλλ ιµπλψ τηατ ωε χαν ρεαχη ανψ ποιντ ιν τηισ ωαψ.
Τηε προοφ οφ τηε αβοϖε τηεορεµ ισ οργανιζεδ ιν σεϖεραλ στεπσ. Φιρστ οφ αλλ, ωε

ηαϖε το γετ σοµε σηαρπ ινφορµατιον αβουτ τηε δεγρεε οφ ρεγυλαριτψ οφ εξπονεντιαλ
µαπσ. Ωε σταρτ ωιτη τηε φολλοωινγ χλασσιχαλ ρεσυλτ:

Τηεορεµ 4.3 Λετ Φ (τ; ξ) = εξπ (τΞ) (ξ) ; ι.ε.
�

≅Φ
≅τ = ΞΦ (τ;ξ)
Φ (0; ξ) = ξ

(4.3)

ωηερε Ξ ισ Χκ ιν α νειγηβορηοοδ οφ ξ0: Τηεν, τηε φυνχτιον (τ; ξ) 7�! Φ (τ; ξ) ισ
Χκ ιν α νειγηβορηοοδ οφ (0; ξ0) :

Προοφ. Ιν [44, ♣21 χηαπ.3 ανδ ♣29 ιν χηαπ.4], ιτ ισ προϖεδ τηατ τηε δεριϖατιϖεσ

≅�Φ

≅ξ�
(τ; ξ)

αρε χοντινυουσ ιν α νειγηβορηοοδ οφ (0; ξ0) ; φορ ϕ�ϕ � κ. Το χοµπλετε τηε προοφ,
ωε ηαϖε το χηεχκ τηε χοντινυιτψ οφ µιξεδ δεριϖατιϖεσ

≅�+�Φ

≅ξ�≅τ�
(τ; ξ)

φορ ϕ�ϕ + ϕ�ϕ � κ; ϕ�ϕ � 1. Ιφ � = 0; τηε ρεθυιρεδ ρεγυλαριτψ ισ ρεαδ φροµ τηε
εθυατιον. Τηε γενεραλ χασε ρεθυιρεσ αν ινδυχτιϖε ρεασονινγ. Το �ξ ιδεασ, λετ υσ
χονσιδερ τηε χασε κ = 2: Τηεν ωε ηαϖε:

≅2Φ (τ; ξ)

≅ξι≅τ
=

≅

≅ξι
(Ξ (Φ (τ; ξ))) = ϑΞ (Φ (τ; ξ)) �

≅Φ (τ; ξ)

≅ξι

ωηερε ϑΞ δενοτεσ τηε ϑαχοβιαν µατριξ οφ τηε µαπ ξ 7! Ξξ. Σινχε ωε αλρεαδψ

κνοω τηατ ≅Φ (τ;ξ)
≅ξι

ανδ ϑΞ αρε χοντινυουσ, χοντινυιτψ οφ ≅
2Φ (τ;ξ)
≅ξι≅τ

φολλοωσ. Τηε
γενεραλ χασε χαν βε τρεατεδ αναλογουσλψ.
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Χορολλαρψ 4.4 Ιφ Ξ ισ Χκ ιν α νειγηβορηοοδ οφ ξ0 ανδ Φ ισ ασ ιν (4.3), τηεν

≅µ+�Φ

≅τµ≅ξ�
2 Χ (Υ (0; ξ0))

φορ σοµε νειγηβορηοοδ Υ (0; ξ0) ; ιφ µ � 1 ανδ µ+ ϕ�ϕ � κ + 1.

Προοφ. Ιφ µ+ ϕ�ϕ � κ τηισ ισ χονταινεδ ιν τηε πρεϖιουσ τηεορεµ, σο λετ µ+ ϕ�ϕ =
κ + 1; µ � 1: Σινχε Φ ισ Χκ βψ τηε πρεϖιουσ τηεορεµ, Ξ ισ Χκ βψ ασσυµπτιον,
ανδ

≅Φ (τ; ξ)

≅τ
= ΞΦ (τ;ξ);

τηεν ≅Φ
≅τ 2 Χκ (Υ (0; ξ0)) : Ηενχε

≅µ+�Φ

≅τµ≅ξ�
=

≅µ�1+�

≅τµ�1≅ξ�
≅Φ

≅τ
2 Χ (Υ (0; ξ0)) :

Χορολλαρψ 4.5 Ιφ Ξ ισ Χκ ιν α νειγηβορηοοδ οφ ξ0 ανδ Φ ισ ασ ιν (4.3), τηεν
Φ ισ κ + 1 τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; ξ) ; φορ ανψ ξ ιν τηατ νειγηβορηοοδ οφ ξ0.

Προοφ. Βψ Τηεορεµ 4.3, ωε αρε λεφτ το προϖε τηατ

≅µ+�Φ

≅τµ≅ξ�
ισ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; ξ) φορ µ+ ϕ�ϕ = κ:

Ιφ µ � 1; τηισ φαχτ ισ χονταινεδ ιν Χορολλαρψ 4.4, ηενχε ωε ηαϖε το προϖε τηατ

≅�Φ

≅ξ�
ισ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; ξ) φορ ϕ�ϕ = κ:

Λετ υσ ωριτε

≅�Φ

≅ξ�
(τ; ξ+ η)� ≅

�Φ

≅ξ�
(0; ξ) =

=

�
≅�Φ

≅ξ�
(τ; ξ+ η)� ≅

�Φ

≅ξ�
(0; ξ+ η)

�
+

�
≅�Φ

≅ξ�
(0; ξ+ η)� ≅

�Φ

≅ξ�
(0; ξ)

�

� Α+Β:

Βψ Χορολλαρψ 4.4, ≅
≅τ

�
≅�Φ
≅ξ�

�
ισ χοντινυουσ, ηενχε φορ σοµε � 2 (0; τ) ωε ηαϖε

Α = τ
≅�+1Φ

≅τ≅ξ�
(�; ξ+ η) = τ

�
≅�+1Φ

≅τ≅ξ�
(0; ξ) + ο (1)

�
φορ (τ; η)! 0:

Ον τηε οτηερ ηανδ, Φ (0; ξ) = ξ φορ εϖερψ ξ; ηενχε

Β =
≅�

≅ξ�
(ξ+ η� ξ) = 0
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σο
≅�Φ

≅ξ�
(τ; ξ+ η)� ≅

�Φ

≅ξ�
(0; ξ) = τ

≅�+1Φ

≅τ≅ξ�
(0; ξ) + ο

�π
τ2 + η2

�
;

ανδ ≅�Φ
≅ξ� ισ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; ξ) :
Ιν ορδερ το αππλψ τηε πρεϖιουσ ρεσυλτσ το θυασιεξπονεντιαλ µαπσ, ιτ ισ χονϖε−

νιεντ το εξπρεσσ τηε φολλοωινγ στεπ ιν αν αβστραχτ ωαψ:

Προποσιτιον 4.6 Φορ σοµε ποσιτιϖε ιντεγερ λ; λετ υσ χονσιδερ α φαµιλψ οφ φυνχ−
τιονσ

Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (�)
δε�νεδ ιν α νειγηβορηοοδ οφ ξ0, ωιτη ϖαλυεσ ιν Ρ

π; δεπενδινγ ον λ σχαλαρ παρα−
µετερσ τ1; τ2; :::; τλ, ρανγινγ ιν α νειγηβορηοοδ οφ 0; ιν συχη α ωαψ τηατ:

Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = ξ

ασ σοον ασ ατ λεαστ ονε οφ τηε τϕ ισ εθυαλ το 0; ανδ

(τ1; τ2; :::; τλ; ξ) 7! Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ)

ισ Χλ�1 ιν α νειγηβορηοοδ οφ (0; 0; :::; 0; ξ) ανδ δι⁄ερεντιαβλε λ τιµεσ ατ (0; 0; :::; 0; ξ) :
Τηεν τηε φολλοωινγ εξπανσιον ηολδσ:

Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = ξ+ τ1τ2:::τλ
≅λΦ

≅τ1≅τ2:::≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ1τ2:::τλ)

ασ (τ1; τ2; :::; τλ)! 0:

Προοφ. Σινχε Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = ξ ιφ τι = 0 φορ σοµε ι; τηεν

≅Φ

≅τϕ
(τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = 0 ιφ τι = 0 φορ σοµε ι 6= ϕ:

Τηεν ωε χαν ωριτε, σινχε Φ ισ Χλ�1;

Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = ξ+

Ζ τ1

0

≅Φ

≅τ1
(υ1; τ2; :::; τλ) δυ1

= ξ+

Ζ τ1

0

�
≅Φ

≅τ1
(υ1; τ2; :::; τλ)�

≅Φ

≅τ1
(υ1; 0; τ3; :::; τλ)

�
δυ1

= ξ+

Ζ τ1

0

Ζ τ2

0

≅2Φ

≅τ1≅τ2
(υ1; υ2; τ3:::; τλ) δυ2δυ1

= :::

= ξ+

Ζ τ1

0

:::

Ζ τλ�1

0

≅λ�1Φ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1
(υ1; υ2; :::; υλ�1; τλ) δυλ�1:::δυ1:

(4.4)
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Βψ ασσυµπτιον, ≅λ�1Φ
≅τ1≅τ2:::≅τλ�1

ισ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; 0; :::; 0) (ξ) ; ανδ

≅

≅τϕ

≅λ�1Φ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1
(0; 0; :::; 0) (ξ) = 0 φορ ανψ ϕ 6= λ;

ηενχε τηε λαστ εξπρεσσιον ιν (4.4) εθυαλσ

ξ+

Ζ τ1

0

:::

Ζ τλ�1

0

�
τλ

≅λ�1Φ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1
(0; 0; :::; 0) + ο

�θ
υ21 + :::υ

2
λ�1 + τ

2
λ

��
δυλ�1:::δυ1:

Ηοωεϖερ, περφορµινγ ιφ νεχεσσαρψ τηε ιντεγρατιον ωιτη ρεσπεχτ το τηε ϖαριαβλεσ
υι ιν α δι⁄ερεντ ορδερ, ωε χαν αλωαψσ ασσυµε τηατ τλ � µαξ (τ1; τ2; :::; τλ�1) ; σο
τηατ ο

�θ
υ21 + :::υ

2
λ�1 + τ

2
λ

�
= ο (τλ) ανδ ωε γετ

Φ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ)

= ξ+

Ζ τ1

0

:::

Ζ τλ�1

0

�
τλ

≅λ�1Φ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1
(0; 0; :::; 0) + ο (τλ)

�
δυλ�1:::δυ1

= ξ+ τ1τ2:::τλ
≅λΦ

≅τ1≅τ2:::≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ1τ2:::τλ) :

Ωε νοω χοµε βαχκ το ουρ ϖεχτορ �ελδσ. Φορ �ξεδ  � ρ ανδ Ξι1 ; Ξι2 ; :::; Ξι ;
ωιτη φι1; ι2; :::; ιγ � φ0; 1; 2; :::; νγ ; λετ υσ δε�νε ρεχυρσιϖελψ τηε φολλοωινγ µαπσ:

Χ1 (τ1) (ξ) = εξπ (τ1Ξι1) (ξ)
Χ2 (τ1; τ2) (ξ) = εξπ (�τ2Ξι2) εξπ (�τ1Ξι1) εξπ (τ2Ξι2) εξπ (τ1Ξι1) (ξ)

...

Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) = Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ)�1 εξπ (�τ1Ξ1) Χ�1 (τ2; : : : ; τλ) εξπ (τ1Ξ1) (ξ)

Νοτε τηατ Χ (τπι1 ; τπι2 ; : : : ; τπιλ ) χοινχιδεσ ωιτη τηε µαπ Χλ (τ;Ξι1Ξι2 :::Ξιλ)
πρεϖιουσλψ δε�νεδ. Τηε πρεϖιουσ Προποσιτιον ιµπλιεσ τηε φολλοωινγ:

Τηεορεµ 4.7 Φορ ανψ µυλτιινδεξ Ι ωιτη ϕΙϕ � ρ; λ =  (Ι) ωε ηαϖε

Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) = ξ+ τ1τ2 : : : τλ
≅λΧλ (0; 0; :::; 0)
≅τ1≅τ2 � � � ≅τλ

(ξ) + ο (τ1τ2 : : : τλ) (4.5)

ασ (τ1; τ2; : : : ; τλ)! 0. Ιν παρτιχυλαρ:

Χλ (τ;Ξι1Ξι2 :::Ξιλ) (ξ) = ξ+ τ
ϕΙϕ ≅

λΧλ (0; 0; :::; 0)
≅τ1≅τ2 � � � ≅τλ

(ξ) + ο
�
τϕΙϕ
�

(4.6)

ασ τ! 0, ωηερε τηε σψµβολ ο (�) ηασ τηε µεανινγ εξπλαινεδ ιν Τηεορεµ 4.2.

Προοφ. Ωε σταρτ νοτινγ τηατ Χλ (τ1; : : : τλ) ρεδυχεσ το τηε ιδεντιτψ ιφ ατ λεαστ ονε
χοµπονεντ οφ (τ1; : : : τλ) ϖανισηεσ. Τηισ χαν βε προϖεδ ινδυχτιϖελψ, ασ φολλοωσ.
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Φορ λ = 1; τηισ ισ ϕυστ τηε ιδεντιτψ εξπ (0) (ξ) = ξ. Ασσυµε τηισ ηολδσ υπ το λ�1.
Τηεν, ιφ τ1 = 0 ωε ηαϖε

Χλ (0; τ2; : : : τλ) (ξ) = Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ)�1 εξπ (0) Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ) εξπ (0) (ξ)
= Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ)�1 Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ) (ξ) = ξ

Ον τηε οτηερ σιδε, ιφ (τ2; : : : ; τλ) ηασ σοµε χοµπονεντ τηατ ϖανισηεσ τηεν

Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) =
= Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ)�1 εξπ (�τ1Ξ1) Χλ�1 (τ2; : : : ; τλ) εξπ (τ1Ξ1) (ξ)
= Ιδ εξπ (�τ1Ξ1) Ιδ εξπ (τ1Ξ1) (ξ) = εξπ (�τ1Ξ1) εξπ (τ1Ξ1) (ξ) = ξ:

Νοω, ασσυµε �ρστ τηατ τηε µυλτιινδεξ Ι δοεσ νοτ χονταιν ανψ 0; τηεν  (Ι) =
ϕΙϕ � ρ; εαχη ϖεχτορ �ελδ Ξιϕ ισ Χ

ρ�1; σο τηατ τηε φυνχτιον Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) ισ
Χρ�1 ιν α νειγηβορηοοδ οφ (ξ; 0) ανδ, βψ Χορολλαρψ 4.5 ρ τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ
τ = 0. Ηενχε ωε χαν αππλψ Προποσιτιον 4.6 ανδ χονχλυδε (4.5).
Ιφ, ινστεαδ, τηε µυλτιινδεξ Ι χονταινσ σοµε 0; σινχε Ξ0 ισ ϕυστ Χρ�2; βψ

Χορολλαρψ 4.5 ωε ωιλλ χονχλυδε τηατ τηε φυνχτιον Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) ισ ονλψ ρ � 1
τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ τ = 0. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιν τηισ χασε  (Ι) � ϕΙϕ � 1 �
ρ � 1 (βεχαυσε Ξ0 ηασ ωειγητ 2), σο τηε φυνχτιον Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) ισ στιλλ λ τιµεσ
δι⁄ερεντιαβλε ατ τ = 0; ανδ Προποσιτιον 4.6 στιλλ ιµπλιεσ (4.5).
Φιναλλψ, (4.5) ιµπλιεσ (4.6) λεττινγ τι = τπι φορ ι = 1; 2; :::; λ:
Τηε ιδεντιτψ (4.6) ιν Τηεορεµ 4.7 ωιλλ ιµπλψ Τηεορεµ 4.2 ασ σοον ασ ωε ωιλλ

προϖε τηε φολλοωινγ:

Τηεορεµ 4.8 Φορ ανψ µυλτιινδεξ Ι ωιτη ϕΙϕ � ρ; λ =  (Ι) ωε ηαϖε

≅λΧλ (0; 0; :::; 0)
≅τ1 � � � ≅τλ

(ξ) =
�
Ξ[Ι]

�
ξ
: (4.7)

Ιν ορδερ το προϖε Τηεορεµ 4.8, στιλλ ανοτηερ αβστραχτ Λεµµα ισ υσεφυλ:

Λεµµα 4.9 Λετ Ο βε αν οπεν συβσετ οφ Ρπ ανδ Α;Β : (�∀; ∀)�Ο ! Ρ
π βε τωο

Χ1 φυντιονσ (φορ σοµε ∀ > 0); ασσυµε τηατ φορ εϖερψ ξ 2 Ο ωε ηαϖε Α (0; ξ) = ξ
ανδ Β (0; ξ) = ξ. Σινχε ≅Α

≅ξ (0; ξ) = Ιδ ιτ φολλοωσ τηατ φορ εϖερψ τ συ′χιεντλψ
σµαλλ Α (τ; �) ισ ινϖερτιβλε. Ωε δενοτε ωιτη Α�1 (τ; ξ) τηε ινϖερσε οφ τηισ φυνχτιον.
Σιµιλαρλψ λετ Β�1 (τ; ξ) τηε ινϖερσε οφ Β (τ; �) : Λετ

Φ (τ; σ; ξ) = Α�1
�
τ; Β�1 (σ;Α (τ; Β (σ; ξ)))

�
:

Ασσυµε τηατ φορ εϖερψ ξ 2 Ο, Α ανδ Β αρε τωο τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ (0; ξ).
Τηεν

≅2Φ

≅τ≅σ
(0; 0; ξ) =

≅2Α

≅ξ≅τ
(0; ξ)

≅Β

≅σ
(0; ξ)� ≅2Β

≅σ≅ξ
(0; ξ)

≅Α

≅τ
(0; ξ) :
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Ωε ηαϖε υσεδ α χοµπαχτ µατριξ νοτατιον, ωηερε φορ ινστανχε ≅2Α
≅ξ≅τ (0; ξ)

στανδσ φορ τηε ϑαχοβιαν οφ τηε µαπ

ξ 7! ≅Α

≅τ
(0; ξ) :

Προοφ. Σινχε ≅Α
≅ξ (0; ξ) = Ιδ ωε ηαϖε

≅2Α
≅ξι≅ξϕ

(0; ξ) = 0 ανδ τηε σαµε ηολδσ ωιτη

Α ρεπλαχεδ βψ Α�1, Β ανδ Β�1. Τηεν

≅Φ

≅τ
(0; σ; ξ) =

≅Α�1

≅τ

�
0; Β�1 (σ;Α (0; Β (σ; ξ)))

�

+
≅Α�1

≅ξ

�
0; Β�1 (σ;Α (τ; Β (σ; ξ)))

� ≅Β�1
≅ξ

(σ;Α (0; Β (σ; ξ)))
≅Α

≅τ
(0; Β (σ; ξ)) :

Σινχε Β�1 (σ;Α (0; Β (σ; ξ))) = Β�1 (σ;Β (σ; ξ)) = ξ ανδ ≅Α�1

≅ξ (0; ξ) = Ιδ τηε
αβοϖε εθυατιον ρεδυχεσ το

≅Φ

≅τ
(0; σ; ξ) =

≅Α�1

≅τ
(0; ξ) +

≅Β�1

≅ξ
(σ;Β (σ; ξ))

≅Α

≅τ
(0; Β (σ; ξ)) :

Λετ υσ χοµπυτε

≅Φ (0; 0; ξ)

≅τ≅σ
=

�
≅Β�1

≅σ≅ξ
(0; Β (0; ξ)) +

≅2Β�1

≅ξ2
(0; Β (0; ξ))

≅Β

≅σ
(0; ξ)

�
≅Α

≅τ
(0; Β (0; ξ))

+
≅Β�1

≅ξ
(0; Β (0; ξ))

≅2Α

≅ξ≅τ
(0; Β (0; ξ))

≅Β

≅σ
(0; ξ)

Σινχε ≅Β�1

≅ξ (0; Β (0; ξ)) = Ιδ ανδ ≅2Β�1

≅ξ2 (0; Β (0; ξ)) = 0 ωε ηαϖε

≅Φ (0; 0; ξ)

≅τ≅σ
=
≅2Β�1

≅σ≅ξ
(0; ξ)

≅Α

≅τ
(0; ξ) +

≅2Α

≅ξ≅τ
(0; ξ)

≅Β

≅σ
(0; ξ) :

Φιναλλψ σινχεΒ�1 (σ;Β (σ; ξ)) = ξ α σιµπλε χοµπυτατιον σηοωσ τηατ ≅Β
�1

≅σ (0; ξ) =

�≅Β
≅σ (0; ξ) ανδ τηερεφορε

≅Φ (0; 0; ξ)

≅τ≅σ
= � ≅

2Β

≅σ≅ξ
(0; ξ)

≅Α

≅τ
(0; ξ) +

≅2Α

≅ξ≅τ
(0; ξ)

≅Β

≅σ
(0; ξ) :

Προοφ οφ Τηεορεµ 4.8. Ωε προϖε τηε τηεορεµ βψ ινδυχτιον ον λ. Φορ λ = 1
τηε Τηεορεµ ισ τριϖιαλ:

≅Χ1 (0) (ξ)
≅τ

=
≅

≅τ
εξπ (τΞι)=τ=0 (ξ) = (Ξι)ξ :

Ασσυµε τηε τηεορεµ ηολδσ φορ λ � 1 ανδ λετ υσ προϖε ιτ φορ λ � 2. Λετ

Α (τ2; : : : τλ; ξ) = Χ�1 (τ2; : : : τλ) (ξ)
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ανδ
Β (τ1; ξ) = εξπ (τ1Ξι1) (ξ) :

Ιν ορδερ το αππλψ Λεµµα 4.9, ωε ηαϖε το χηεχκ τηατ Α;Β αρε Χ1 ανδ τωιχε
δι⁄ερεντιαβλε ατ τ = 0: Λετ υσ διστινγυιση τηε φολλοωινγ χασεσ:
α) Τηε µυλτιινδεξ Ι δοεσ νοτ χονταιν ανψ 0: Τηεν αλλ τηε Ξιϕ αρε Χ

ρ�1; τηατ
ισ ατ λεαστ Χ1; ηενχε Α;Β αρε Χ1 ανδ, βψ Χορολλαρψ 4.5, τωιχε δι⁄ερεντιαβλε ατ
τ = 0:
β) Τηε µυλτιινδεξ Ι χονταινσ ατ λεαστ α 0: Τηεν, σινχε ωε αρε χοµµυτινγ

ατ λεαστ τωο ϖεχτορ �ελδσ, ατ λεαστ ονε οφ ωηιχη ισ Ξ0, ωε ηαϖε τηατ ρ � 3:
Τηερεφορε αλλ τηε Ξι�σ αρε ατ λεαστ Χ1; ηενχε Α;Β αρε Χ1 ανδ, βψ Χορολλαρψ 4.5,
τωιχε δι⁄ερεντιαβλε ατ τ = 0:
Ωε χαν τηεν αππλψ Λεµµα 4.9 το Α;Β; ωιτη ρεσπεχτ το τηε ϖαριαβλεσ τ1; τ2

(ρεγαρδινγ τ3; ::; τλ ασ παραµετερσ), οβταινινγ:

≅2Χλ
≅τ1≅τ2

(0; 0; τ3; : : : ; τλ) (ξ)

= � ≅2Β

≅τ1≅ξ
(0; ξ)

≅Α

≅τ2
(0; ξ) +

≅2Α

≅ξ≅τ2
(0; ξ)

≅Β

≅τ1
(0; ξ)

= �≅Ξι1
≅ξ

(ξ)
≅Χλ�1 (0; τ3; : : : ; τ)

≅τ2
(ξ) +

≅

≅ξ

≅Χλ�1 (0; τ3; : : : ; τ)

≅τ2
(ξ)Ξι1 (ξ)

Ωε χαν νοω χοµπυτε τηε ρεµαινινγ  � 2 δεριϖατιϖεσ ιν 0 (οβσερϖε τηατ βψ
Τηεορεµ 4.7 ωε αλρεαδψ κνοω τηατ ωε χαν χοµπυτε ρ δεριϖατιϖεσ οφ Χλ�1 ατ
τ = 0). Τηισ ψιελδσ

≅λΧ
≅τ1 � � � ≅τλ

(0; : : : ; 0) =

=� ≅Ξι1
≅ξ

(ξ)
≅Χλ�1 (0; : : : ; 0)

≅τ2 � � � ≅τλ
(ξ) +

≅

≅ξ

≅Χλ�1 (0; : : : ; 0)

≅τ2 � � � ≅τλ
(ξ)Ξι1 (ξ) :

Σινχε βψ ινδυχτιϖε ασσυµπτιον ωε ηαϖε ≅Χλ�1(0;:::;0)≅τ2���≅τλ
(ξ) =

�
Ξι2 ; : : :

�
Ξι�1 ; Ξι

��
ξ

τηε Τηεορεµ φολλοωσ.
Ασ αλρεαδψ νοτεδ, φροµ Τηεορεµ 4.7 ανδ Τηεορεµ 4.8, Τηεορεµ 4.2 φολλοωσ.

5 Χοννεχτιϖιτψ ανδ εθυιϖαλεντ διστανχεσ

Ιν τηισ σεχτιον ωε ηαϖε το φυρτηερ στρενγτηεν ουρ ασσυµπτιον ον Ξ0:
Ασσυµπτιονσ (Χ). Ωε κεεπ ασσυµπτιονσ (Α) βυτ, ιν τηε χασε ρ = 2; ωε

αλσο ρεθυιρε Ξ0 το ηαϖε Χ1 χοε′χιεντσ (ινστεαδ οφ µερελψ χοντινυουσ, ασ ιν ♣2
ορ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ, ασ ιν ♣4) .
Λετ υσ δε�νε τηε µαπσ:

ΕΙ (τ) =

(
Χ(Ι)

�
τ1=ϕΙϕ; ΞΙ

�
ιφ τ � 0

Χ(Ι)

�
ϕτϕ1=ϕΙϕ ; ΞΙ

��1
ιφ τ < 0

:
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φορ ανψ Ι 2 � (ωηερε � ισ λικε ιν Τηεορεµ 4.2). Βψ Τηεορεµ 4.2, τηε φολλοωινγ
εξπανσιον ηολδσ:

ΕΙ (τ) (ξ) = ξ+ τ
�
Ξ[Ι]

�
ξ
+ ο (τ) ασ τ! 0: (5.1)

Ωε αρε νοω ιν ποσιτιον το στατε τηε µαιν ρεσυλτ οφ τηισ σεχτιον:

Τηεορεµ 5.1 Λετ 
0 β 
; ξ0 2 
0 ανδ λετ
�
Ξ[Ιϕ ]

	
Ιϕ2�

βε ανψ φαµιλψ οφ π

χοµµυτατορσ (ωιτη ϕΙϕ ϕ � ρ) ωηιχη σπαν Ρπ ατ ξ0; σατισφψινγ
����δετ

ν�
Ξ[Ιϕ ]

�
ξ0

ο

Ιϕ2�

���� � (1� ∀)µαξ�

����δετ
ν�
Ξ[Ιϕ ]

�
ξ0

ο

Ιϕ2�

���� (5.2)

φορ σοµε ∀ 2 (0; 1) : Τηεν τηερε εξιστ χονσταντσ �1; �2 > 0, δεπενδινγ ον 
0; ∀
ανδ τηε Ξι�σ, συχη τηατ τηε µαπ

(η1; η2; :::; ηπ) 7! ΕΙ1 (η1)ΕΙ2 (η2) :::ΕΙπ (ηπ) (ξ0)

ισ α Χ1 δι⁄εοµορπηισµ οφ α νειγηβορηοοδ οφ τηε οριγιν φη : ϕηϕ < �1γ οντο α
νειγηβορηοοδ Υ (ξ0) οφ ξ0 χονταινινγ φξ : ϕξ� ξ0ϕ < �2γ : Ιτ ισ αλσο α Χ1 µαπ ιν
τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ η1; η2; :::; ηπ; ξ φορ ξ 2 
0 ανδ ϕηϕ < �1:

Το στρεσσ τηε δεπενδενχε οφ τηισ δι⁄εοµορπηισµ ον τηε σψστεµ οφ ϖεχτορ
�ελδσ φΞιγ, τηε χηοιχε οφ τηε βασισ �; ανδ τηε ποιντ ξ; ωε ωιλλ ωριτε

ΕΞ� (ξ; η) = ΕΙ1 (η1)ΕΙ2 (η2) � � �ΕΙπ (ηπ) (ξ) :

Προοφ. Φιρστ οφ αλλ, λετ υσ χηεχκ τηατ τηε µαπ

(ξ; η) 7�! ΕΙ1 (η1)ΕΙ2 (η2) � � �ΕΙπ (ηπ) (ξ) (5.3)

ισ οφ χλασσ Χ1 φορ ξ 2 
0 ανδ ϕηϕ � �; φορ σοµε � > 0. Τηισ ωιλλ φολλοω, βψ
χοµποσιτιον, ιφ ωε προϖε τηατ φορ ανψ µυλτιινδεξ Ι, τηε µαπ

(τ; ξ) 7! ΕΙ (τ) (ξ)

ισ Χ1.
Ασσυµε �ρστ τηατ τηε µυλτιινδεξ Ι δοεσ νοτ χονταιν ανψ 0; σο τηατ εαχη

ϖεχτορ �ελδ ωηιχη εντερσ τηε δε�νιτιον οφ ΕΙ (τ) (ξ) ισ οφ χλασσ Χρ�1: Τηεν, βψ
Χορολλαρψ 4.4, ανδ Χορολλαρψ 4.5 ωε κνοω τηατ εαχη φυνχτιον

(τ; ξ) 7�! ΧΙ (τ) (ξ)

ισ Χρ�1 ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ, φορ τ ιν α νειγηβορηοοδ οφ τηε οριγιν ανδ ξ ιν α �ξεδ
νειγηβορηοοδ οφ σοµε ξ0, ανδ δι⁄ερεντιαβλε ρ τιµεσ ατ (0; ξ) : Βψ χοµποσιτιον,
τηε µαπ (τ; ξ) 7! ΕΙ (τ) (ξ) ισ Χ1 ιν ξ, ανδ ηασ χοντινυουσ τ δεριϖατιϖε φορ τ 6= 0:
Μορεοϖερ, τηε εξπανσιον (5.1) σηοωσ τηατ τηερε εξιστσ

≅ΕΙ (0) (ξ)

≅τ
=
�
Ξ[Ι]

�
ξ
: (5.4)
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Ιτ ρεµαινσ το προϖε τηατ

≅ΕΙ (τ) (ξ)

≅τ
!
�
Ξ[Ι]

�
ξ
φορ τ! 0: (5.5)

Σινχε ΧΙ (τ) (ξ) ισ δι⁄ερεντιαβλε ρ τιµεσ ατ τ = 0 (ανδ ρ � ϕΙϕ), τηε εξπανσιον οφ
ΧΙ (τ) (ξ) γιϖεν βψ Τηεορεµ 4.2 αλσο σαψσ τηατ

≅ΧΙ (τ) (ξ)

≅τ
= ϕΙϕ τϕΙϕ�1

�
Ξ[Ι]

�
ξ
+ ο

�
τϕΙϕ�1

�

Τηεν ωε χαν χοµπυτε:

λιµ
τ!0

≅ΕΙ (τ) (ξ)

≅τ
= λιµ

τ!0

1

ϕΙϕ τ1�1=ϕΙϕ
≅ΧΙ

�
τ1=ϕΙϕ

�
(ξ)

≅τ
=

= λιµ
τ!0

1

ϕΙϕ τϕΙϕ�1
≅ΧΙ (τ) (ξ)

≅τ
= λιµ

τ!0

1

ϕΙϕ τϕΙϕ�1
�
ϕΙϕ τϕΙϕ�1

�
Ξ[Ι]

�
ξ
+ ο

�
τϕΙϕ�1

��
=
�
Ξ[Ι]

�
ξ

ανδ τηισ αλλοωσ το χονχλυδε τηατ τηε µαπ (5.3) ισ Χ1.
Λετ υσ νοω χονσιδερ τηε χασε ωηεν τηε µυλτιινδεξ Ι αλσο χονταινσ σοµε 0; σο

τηατ τηε ϖεχτορ �ελδ Ξ0; οφ χλασσ Χρ�2; εντερσ τηε δε�νιτιον οφ ΕΙ (τ) (ξ) : Τηισ
χασε ρεθυιρεσ α µορε χαρεφυλ ινσπεχτιον. Φιρστ οφ αλλ, βψ ουρ Ασσυµπτιονσ (Χ) αλλ
τηε Ξι�σ (ι = 0; 1; :::; ν) αρε ατ λεαστ Χ1; ανδ τηε φυνχτιον ΕΙ (τ) (ξ) ισ Χ1 ιν τηε
ϕοιντ ϖαριαβλεσ φορ τ 6= 0: Αγαιν, (5.4) ισ ιν φορχε, ανδ ωε αρε ρεδυχεδ το προϖινγ
(5.5). Ασσυµε ϕΙϕ = ρ (τηε χασε ϕΙϕ < ρ ισ εασιερ). Σινχε Ξ0 ηασ ωειγητ τωο, ωε
ηαϖε λ =  (Ι) < ρ.
Λετ υσ χονσιδερ τηε φυνχτιον Χλ (τ1; : : : ; τλ) (ξ) ιντροδυχεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχ−

τιον; ωε ηαϖε:

γ (τ) � ΕΙ (τ) (ξ) = Χλ
�
τπκ1=ρ; : : : ; τπκλ=ρ

�
(ξ) (5.6)

ωηερε εαχη πκι ισ τηε ωειγητ οφ α ϖεχτορ �ελδ (πκι = 1 ορ 2), ανδ πκ1 + πκ2 + :::+
πκλ = ρ: Ουρ γοαλ χονσιστσ ιν προϖινγ τηατ γ

0 (τ)! γ0 (0) ασ τ! 0:

Χλαιµ 5.2 Τηε φυνχτιον

(τ1; : : : ; τλ; ξ) 7! Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)

ισ Χλ�1; ανδ ισ λ τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ ανψ ποιντ (τ1; : : : ; τλ; ξ) συχη τηατ τϕ = 0
ιφ πκϕ = 2:

Προοφ οφ τηε Χλαιµ. Ωε κνοω τηατ

Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) =
ΝΨ

ϕ=1

εξπ
�
�τκϕΞκϕ

�
(ξ) :

Ιφ πκϕ = 1; τηεν Ξκϕ 2 Χρ�1 � Χλ (σινχε λ < ρ), ανδ τηε φυνχτιον

(τ; ξ) 7! εξπ
�
�τΞκϕ

�
(ξ)
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ισ λ τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ ανψ ποιντ (τ; ξ) ;
ιφ πκϕ = 2; τηεν Ξκϕ 2 Χρ�2 � Χλ�1 (σινχε λ < ρ), ανδ τηε φυνχτιον

(τ; ξ) 7! εξπ
�
�τΞκϕ

�
(ξ)

ισ λ τιµεσ δι⁄ερεντιαβλε ατ ανψ ποιντ (0; ξ) ; βψ Χορολλαρψ 14. Βψ χοµποσιτιον,
τηε Χλαιµ φολλοωσ.

Χλαιµ 5.3 Τηε φυνχτιον

τη 7!
≅λΧλ

≅τ1:::≅τλ
(0; :::; τη; :::; 0) (ξ)

ισ χοντινυουσ ιφ πιη = 1:

Προοφ οφ τηε Χλαιµ. Βψ τηε πρεϖιουσ χλαιµ, τηισ δεριϖατιϖε αχτυαλλψ εξιστσ; ωε
ηαϖε το προϖε ιτσ χοντινυιτψ. Ινδεεδ, ονε χαν εασιλψ χηεχκ βψ ινδυχτιον τηατ τηε
δεριϖατιϖε

≅λΧλ
≅τ1:::≅τλ

(0; :::; τη; :::; 0) (ξ)

ισ α πολψνοµιαλ ιν ϖαριαβλεσ οφ τηε φορµ

≅ϕ�ϕ

≅ξ�
(εξπ (�τιΞι))

0
≅
Ψ

ϕ

εξπ
�
�τκϕΞκϕ

�
(ξ)

1
Α (5.7)

ωιτη ϕ�ϕ 6  ανδ

≅ϕ�ϕ+1

≅τι≅ξ�
(εξπ (�τιΞι))

0
≅
Ψ

ϕ

εξπ
�
�τκϕΞκϕ

�
(ξ)

1
Α = � ≅

ϕ�ϕ

≅ξ�
Ξι

0
≅
Ψ

ϕ

εξπ
�
�τκϕΞκϕ

�
(ξ)

1
Α

(5.8)
ωιτη ϕ�ϕ 6 � 1. Τηεσε δεριϖατιϖεσ σηουλδ βε εϖαλυατεδ φορ τι = 0 ωηεν ι 6= η.
Λετ υσ χονσιδερ τηε δεριϖατιϖεσ οφ τηε φορµ (5.7) ανδ ασσυµε �ρστ ι 6= η σο

τηατ τι = 0. Ιν τηισ χασε τηε µαπ εξπ (�τιΞι) ρεδυχεσ το τηε ιδεντιτψ ανδ τηε
δεριϖατιϖε ισ οβσιουσλψ χοντινυουσ. Ωηεν ι = η τηε χοντινυιτψ φολλοωσ φροµ τηε
φαχτ τηατ Ξη 2 Χ.
Τηε χοντινυιτψ οφ τηε δεριϖατιϖεσ οφ τηε φορµ (5.8) φολλοωσ φροµ τηε φαχτ τηατ

ιν τηισ χασε ϕ�ϕ 6 � 1 ανδ Ξι 2 Χ�1.
Βψ Προποσιτιον 4.6, ωε κνοω τηατ

Χλ (τ1; τ2; :::; τλ) (ξ) = ξ+ τ1τ2:::τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ1τ2:::τλ) :

Ασσυµε φορ α µοµεντ τηατ ωε χαν προϖε αν αναλογουσ εξπανσιον φορ �ρστ ορδερ
δεριϖατιϖεσ οφ Χλ; ναµελψ

≅Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)
≅τ1

= τ2τ3:::τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ)+ ο (τ2τ3:::τλ) : (5.9)
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Τηεν ωε χουλδ εασιλψ χονχλυδε τηε προοφ ασ φολλοωσ.
Λετ υσ χοµπυτε

γ0 (τ) =

λΞ

ϕ=1

πκϕ
ρ
τπκϕ =ρ�1

≅Χλ
�
τπκ1=ρ; : : : ; τπκλ=ρ

�
(ξ)

≅τϕ
=

αππλψινγ (5.9) το εϖερψ ϕ−δεριϖατιϖε οφ Χλ

=
λΞ

ϕ=1

πκϕ
ρ
τπκϕ =ρ�1

�
≅Χλ (0; 0; :::; 0) (ξ)

≅τϕ
τ
Π

ι6=ϕ πκϕ =ρ + ο
�
τ
Π

ι6=ϕ πκϕ =ρ
��

=
λΞ

ϕ=1

πκϕ
ρ
τπκϕ =ρ�1

�
≅Χλ (0; 0; :::; 0) (ξ)

≅τϕ
τ1�πκϕ =ρ + ο

�
τ1�πκϕ =ρ

��

=
≅Χλ (0; 0; :::; 0) (ξ)

≅τϕ

λΞ

ϕ=1

πκϕ
ρ
[1 + ο (1)] =

≅Χλ (0; 0; :::; 0) (ξ)
≅τϕ

+ ο (1)

! ≅Χλ (0; 0; :::; 0) (ξ)
≅τϕ

= γ0 (0) ασ τ! 0:

Σο ωε αρε λεφτ το προϖε (5.9). Ωηατ ωε χαν αχτυαλλψ προϖε ισ α σλιγητλψ λεσσ
γενεραλ ασσερτιον, ωηιχη ισ ενουγη το περφορµ τηε αβοϖε χοµπυτατιον:

Χλαιµ 5.4 Τηε εξπανσιον (5.9) ηολδσ ιφ

τι = τ
πκι=ρ φορ ι = 1; 2; :::; λ; ανδ τ! 0:

Προοφ οφ τηε Χλαιµ. Ασ ωε ηαϖε σεεν ιν τηε προοφ οφ Προποσιτιον 4.6, σινχε Χλ
ισ Χλ�1 ωε χαν ωριτε

Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ) = ξ+
Ζ τ1

0

:::

Ζ τλ�1

0

≅λ�1Χλ
≅τ1≅τ2:::≅τλ�1

(υ1; υ2; :::; υλ�1; τλ) (ξ) δυλ�1:::δυ1

ανδ ηενχε, δι⁄ερεντιατινγ ωιτη ρεσπεχτ το τ1;

≅Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)
≅τ1

=

Ζ τ2

0

:::

Ζ τλ�1

0

≅λ�1Χλ
≅τ1≅τ2:::≅τλ�1

(τ1; υ2; :::; υλ�1; τλ) (ξ) δυλ�1:::δυ1

(5.10)

=

Ζ τ2

0

:::

Ζ τλ�1

0

�
τλ

≅λΧλ
≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ

(0; 0; :::; 0) (ξ)+

+ο
�θ

τ21 + υ
2
2 + :::+ υ

2
λ�1 + τ

2
λ

�ι
δυλ�1:::δυ1

= τ2τ3:::τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + τ2τ3:::τλ�1 � ο (ϕτϕ) :

Νοω, ιφ
µαξ
ϕ=1;:::;λ

ϕτϕ ϕ = ϕτιϕ ωιτη ι 6= 1; (5.11)
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ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ ωε χαν συπποσε τηατ τηισ µαξιµυµ ισ ασσυµεδ φορ
ι = λ: Ιν τηισ χασε ωε χαν ωριτε

≅Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)
≅τ1

= τ2τ3:::τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ2τ3:::τλ) :

Νοτε τηατ, φορ τι = τπκι=ρ ανδ τ! 0; χονδιτιον (5.11) ϕυστ µεανσ πκ1 = 2:
Ασσυµε, ινστεαδ, τηατ

µαξ
ϕ=1;:::;λ

ϕτϕ ϕ = ϕτ1ϕ ; τηατ ισ πκ1 = 1:

Ιν τηισ χασε, ωε σταρτ αγαιν ωιτη (5.10) βυτ νοω ωε εξπλοιτ τηε φαχτ τηατ
≅λ�1Χλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1
ισ δι⁄ερεντιαβλε ατ (τ1; 0; :::; 0) (ξ) (σεε τηε πρεϖιουσ Χλαιµ). Ηενχε

≅Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)
≅τ1

=

Ζ τ2

0

:::

Ζ τλ�1

0

≅λ�1Χλ
≅τ1≅τ2:::≅τλ�1

(τ1; υ2; :::; υλ�1; τλ) (ξ) δυλ�1:::δυ1

=

Ζ τ2

0

:::

�Ζ τλ�1

0

τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ
(τ1; 0; :::; 0) (ξ)

+ο
�θ

υ22 + :::+ υ
2
λ�1 + τ

2
λ

�ι
δυλ�1:::δυ1

= τ2τ3:::τλ
≅λΧλ

≅τ1≅τ2:::≅τλ�1≅τλ
(τ1; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ2:::τλ) :

Φιναλλψ, βψ τηε �ρστ Χλαιµ ωε ηαϖε προϖεδ, τ1 7! ≅λΧλ
≅τ1:::≅τλ

(τ1; 0; :::; 0) (ξ) ισ χον−
τινυουσ σινχε πι1 = 1. Ηενχε

≅Χλ (τ1; : : : τλ) (ξ)
≅τ1

= τ2τ3:::τλ

�
≅λΧλ

≅τ1:::≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (1)

�

= τ2τ3:::τλ
≅λΧλ

≅τ1:::≅τλ
(0; 0; :::; 0) (ξ) + ο (τ2τ3:::τλ)

ωηιχη χοµπλετεσ τηε προοφ οφ τηε Χλαιµ.
Ωε ηαϖε τηερεφορε προϖεδ τηατ τηε µαπ (τ; ξ) 7! ΕΙ (τ) (ξ) ισ Χ1. Το προϖε

τηατ ιτ ισ α δι⁄εοµορπηισµ φροµ α νειγηβορηοοδ οφ τηε οριγιν οντο α νειγηβορ−
ηοοδ οφ ξ0, τηεν, ιτ ωιλλ βε ενουγη το σηοω τηατ τηε ϑαχοβιαν δετερµιναντ οφ
ΕΞ� (ξ0; �) ατ τηε οριγιν ισ νονζερο. Λετ υσ χοµπυτε

≅

≅ηι
ΕΙ1 (η1)ΕΙ2 (η2) � � �ΕΙπ (ηπ) (ξ0)=η=0 =

= ΕΙ1 (0)ΕΙ2 (0) � � �
≅ΕΙι
≅ηι

(0) � � �ΕΙπ (0) (ξ0) =
�
≅ΕΙι (0)

≅ηι

�
(ξ0) =

�
Ξ[Ιι]

�
ξ0

Ηενχε τηε ϑαχοβιαν οφ (5.3) ατ ζερο ισ τηε µατριξ ηαϖινγ ασ ροωσ τηε ϖεχτορσ�
Ξ[Ιι]

�
ξ0
; σινχε τηε

�
Ξ[Ιι]

�
ξ0
αρε α βασισ φορ Ρπ, τηε ϑαχοβιαν ισ νονσινγυλαρ.

Μορεοϖερ, τηε σαµε ϑαχοβιαν ισ υνιφορµλψ χοντινυουσ φορ ξ 2 
0; ϕηϕ � �;
τηερεφορε φροµ τηε στανδαρδ προοφ οφ τηε ινϖερσε µαππινγ τηεορεµ (σεε ε.γ. [48,
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π.221]) ονε χαν σεε τηατ ουρ µαπ ισ α δι⁄εοµορπηισµ οφ α νειγηβορηοοδ οφ τηε
οριγιν φη : ϕηϕ < �1γ οντο α νειγηβορηοοδ Υ (ξ0) οφ ξ0 χονταινινγ φξ : ϕξ� ξ0ϕ < �2γ ;
ωιτη �1; �2 δεπενδινγ ον τηε νυµβερ ∀ ανδ τηε Ξι�σ.
Τηε αβοϖε τηεορεµ ηασ ιµπορταντ χονσεθυενχεσ, τηε �ρστ οφ ωηιχη ισ τηε

φολλοωινγ:

Τηεορεµ 5.5 (Χηοω�σ τηεορεµ φορ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ)

1. (Λοχαλ στατεµεντ οφ χοννεχτιϖιτψ). Φορ ανψ ξ0 2 
 τηερε εξιστ τωο νειγη−
βορηοοδσ οφ ξ0, Υ � ς � 
; συχη τηατ ανψ τωο ποιντσ οφ Υ χαν βε χον−
νεχτεδ βψ α χυρϖε χονταινεδ ιν ς; ωηιχη ισ χοµποσεδ βψ α �νιτε νυµβερ
οφ αρχσ, ιντεγραλ χυρϖεσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι φορ ι = 0; 1; 2; :::; ν:

2. (Γλοβαλ στατεµεντ οφ χοννεχτιϖιτψ). Ιφ 
 ισ χοννεχτεδ, φορ ανψ χουπλε οφ
ποιντσ ξ; ψ 2 
 τηερε εξιστσ α χυρϖε ϕοινινγ ξ το ψ ανδ χονταινεδ ιν 
;
ωηιχη ισ χοµποσεδ βψ α �νιτε νυµβερ οφ αρχσ, ιντεγραλ χυρϖεσ οφ τηε ϖεχτορ
�ελδσ Ξι φορ ι = 0; 1; 2; :::; ν:

Προοφ. 1. Φορ ανψ �ξεδ ξ0 2 
; λετ Υ (ξ0) βε α νειγηβορηοοδ οφ ξ0 ωηερε, βψ
Τηεορεµ 5.1, τηε δι⁄εοµορπηισµ ΕΞ� (ξ0; �) ισ ωελλ δε�νεδ φορ α συιταβλε χηοιχε
οφ �. Μορε πρεχισελψ, ωε χαν χηοοσε α νειγηβορηοοδ οφ τηε κινδ

Υ� (ξ0) =
�
ΕΞ� (ξ0; η) : ϕηϕ < �

	

(ωιτη � σµαλλ ενουγη σο τηατ Υ� (ξ0) � 
). Βψ δε�νιτιον οφ τηε µαπ ΕΞ� (ξ0; �),
τηισ µεανσ τηατ εϖερψ ποιντ οφ Υ (ξ0) χαν βε ϕοινεδ το ξ0 ωιτη α χυρϖε ωηιχη ισ
χοµποσεδ βψ α �νιτε νυµβερ οφ αρχσ, ιντεγραλ χυρϖεσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι φορ
ι = 0; 1; 2; :::; ν ωιτη χοε′χιεντσ οφ τηε ορδερ οφ �1=ρ. Τηεν ωε χαν αλσο σαψ τηατ
ανψ τωο ποιντσ οφ Υ (ξ0) χαν βε ϕοινεδ βψ α χυρϖε ιν α σιµιλαρ ωαψ. Μορεοϖερ,
φορ εαχη ποιντ  (τ) οφ συχη α χυρϖε ωε ηαϖε

ϕ (τ)� ξ0ϕ � χδ ( (τ) ; ξ0) < χ�1=ρ:

Λετ υσ χηοοσε η σµαλλ ενουγη σο τηατ

ς� (ξ0) =
ν
ξ : ϕξ� ξ0ϕ < χ�1=ρ

ο
� 
;

τηεν ωε ηαϖε τηε στατεµεντ 1, χηοοσινγ Υ = Υ� (ξ0) ; ς = Υ [ ς� (ξ0) :
2. Νοω ωε χαν χοϖερ ανψ χοµπαχτ χοννεχτεδ συβσετ 
0 οφ 
 ωιτη α �νιτε

νυµβερ οφ νειγηβορηοοδσ Υ (ξι) � ς (ξι) � 
 ιν συχη α ωαψ τηατ ανψ τωο ποιντσ
οφ 
0 χαν βε ϕοινεδ βψ α χυρϖε ασ αβοϖε, χονταινεδ ιν τηε υνιον οφ τηε ς (ξι)�σ,
ανδ τηερεφορε ιν 
.
Τηεορεµ 5.5 σηοωσ τηατ ιτ ισ ποσσιβλε το ϕοιν ανψ τωο ποιντσ οφ 
 υσινγ ονλψ

ιντεγραλ λινεσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι: Τηισ ϕυστι�εσ τηε φολλοωινγ:

∆ε�νιτιον 5.6 Φορ ανψ � > 0; λετ Χ1 (�) βε τηε χλασσ οφ αβσολυτελψ χοντινυουσ
µαππινγσ ∋ : [0; 1] �! 
 ωηιχη σατισφψ

∋0 (τ) =

νΞ

ι=0

αι (τ) (Ξι)∋(τ) α.ε.
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ωιτη
ϕα0 (τ)ϕ � �2; ϕαι (τ)ϕ � � φορ ι = 1; 2; :::; ν:

Ωε δε�νε

δ1 (ξ; ψ) = ινφ φ� > 0 : 9∋ 2 Χ1 (�) ωιτη ∋ (0) = ξ; ∋ (1) = ψγ :

Ρεµαρκ 5.7 Ιν τηε σµοοτη χασε, ανδ φορ Ξ0 � 0, τηε διστανχε δ1 ηασ βεεν
ιντροδυχεδ ιν [43]. Τηε Αυτηορσ αλσο προϖε τηε εθυιϖαλενχε οφ δ ανδ δ1 (νοτε
τηατ ουρ δ1 ισ τηε διστανχε χαλλεδ �4 ιν [43]). Ονε χαν εασιλψ χηεχκ τηατ τηισ
εθυιϖαλενχε, ιν τηε σµοοτη χασε, στιλλ ηολδσ ιν πρεσενχε οφ α ϖεχτορ �ελδ Ξ0 οφ
ωειγητ 2.

Βψ τηε λαστ τηεορεµ, τηε θυαντιτψ δ1 (ξ; ψ) ισ �νιτε φορ εϖερψ ξ; ψ 2 
. Ιτ ισ
εασψ το σεε τηατ δ1 ισ α διστανχε (ιτ ισ στιλλ τρυε τηατ τηε υνιον οφ τωο χονσεχυτιϖε
αδµισσιβλε χυρϖεσ χαν βε ρεπαραµετριζεδ το γιϖε αν αδµισσιβλε χυρϖε) ανδ, ϕυστ
βψ δε�νιτιον, ονε αλωαψσ ηασ

δ (ξ; ψ) � δ1 (ξ; ψ) .

Ωε αλσο ηαϖε τηε φολλοωινγ:

Προποσιτιον 5.8 Φορ ανψ 
0 β 
 τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ χ1; χ2 συχη τηατ

χ1 ϕξ� ψϕ � δ1 (ξ; ψ) � χ2 ϕξ� ψϕ1=ρ φορ ανψ ξ; ψ 2 
0:

Προοφ. Τηε �ρστ ινεθυαλιτψ ισ οβϖιουσ βεχαυσε ωε αλρεαδψ κνοω τηατ δ σατισ�εσ
ιτ, ανδ δ � δ1. Σο λετ υσ προϖε τηε σεχονδ ονε.
Φιξ ξ0 2 
0, ανδ λετ υσ χονσιδερ τηε µαπ ΕΞ� (ξ0; η) δε�νεδ ιν Τηεορεµ 5.1,

φορ α συιταβλε χηοιχε οφ �. Σινχε

η 7�! ΕΞ� (ξ0; η)

ισ α δι⁄εοµορπηισµ, τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ κ1; κ2 συχη τηατ, φορ ξ =
ΕΞ� (ξ0; η) ιν α συιταβλε νειγηβορηοοδ οφ ξ0; ωε ηαϖε:

κ1 ϕξ� ξ0ϕ � µαξ
ι=1;:::;π

ϕηιϕ � κ2 ϕξ� ξ0ϕ :

Ον τηε οτηερ ηανδ, σαψινγ τηατ ξ = ΕΞ� (ξ0; η) ; βψ δε�νιτιον µεανσ τηατ τηερε
εξιστσ α χυρϖε  ϕοινινγ ξ0 το ξ, ωηιχη ισ χοµποσεδ βψ α �νιτε νυµβερ Ν (τηισ
νυµβερ βεινγ υνδερ χοντρολ) οφ αρχσ οφ ιντεγραλ χυρϖεσ οφ ϖεχτορ �ελδσ οφ τηε
κινδσ

�ηπι=ϕΙϕ ϕϕ Ξι

φορ ι = 0; 1; 2; :::; ν; ϕ = 1; 2; :::; π, ωηερε
ν�
Ξ[Ιϕ ]

�
ξ0

ο
ισ α βασισ οφ Ρπ (σεε Ρεµαρκ

4.1). Τηισ µεανσ τηατ  σατισ�εσ
�
0 (�) =

Πν
ι=0 αι (�) (Ξι)(�)

 (0) = ξ0;  (1) = ξ
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ωιτη

ϕαι (�)ϕ � χ
�
µαξ

ϕ=1;:::;π
ϕηϕ ϕ

�πι=ρ
� χ ϕξ� ξ0ϕπι=ρ :

Τηισ ιµπλιεσ τηατ  2 Χ1
�
χ ϕξ� ξ0ϕ1=ρ

�
; τηατ ισ

δ1 (ξ; ξ0) � χ ϕξ� ξ0ϕ1=ρ : (5.12)

Σο φαρ, ωε ηαϖε προϖεδ τηατ εϖερψ ποιντ ξ0 ηασ α νειγηβορηοοδ Υ συχη τηατ φορ
ανψ ξ 2 Υ ονε ηασ (5.12), ωηερε χ ισ λοχαλλψ υνιφορµλψ βουνδεδ ωιτη ρεσπεχτ το
ξ0. Τηεν ονε χαν αλσο σαψ τηατ εϖερψ ποιντ ξ0 ηασ α νειγηβορηοοδ ς συχη τηατ
φορ ανψ ξ; ψ 2 Υ ονε ηασ

δ1 (ξ; ψ) � χ ϕξ� ψϕ1=ρ :

Α χοϖερινγ αργυµεντ τηεν ιµπλιεσ τηε δεσιρεδ στατεµεντ.
Ωε νοω ωαντ το προϖε τηε λοχαλ εθυιϖαλενχε οφ δ ανδ δ1: Το τηισ αιµ, ωε

�ξ α ποιντ ξ0 2 
0 β 
 ανδ µακε υσε ονχε αγαιν οφ τηε σµοοτη αππροξιµατινγ
ϖεχτορ �ελδσ Σξ0ι . Λετ υσ νοω δενοτε βψ

δΣ ; δΣ;1; δΞ ; δΞ;1

τηε διστανχεσ δ ανδ δ1 ινδυχεδ βψ τηε σψστεµσ φΣξ0ι γ ανδ φΞιγ, ρεσπεχτιϖελψ.
Τηε αβοϖε προποσιτιον αλλοωσ υσ το ρεπεατ αλσο φορ τηε διστανχεσ δΣ;1; δΞ;1 τηε
προοφ οφ Τηεορεµ 3.4, ανδ γετ τηε φολλοωινγ:

Τηεορεµ 5.9 Φορ ανψ 
0 β 
; τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ χ1; χ2; ρ0 συχη τηατ

Β1Σ (ξ0; χ1�) � Β1Ξ (ξ0; �) � Β1Σ (ξ0; χ2�)

φορ ανψ ξ0 2 
0; � < ρ0; ωηερε Β1Σ ; Β1Ξ δενοτε τηε µετριχ βαλλσ ωιτη ρεσπεχτ το
δΣ;1; δΞ;1, ρεσπεχτιϖελψ.

Σινχε, βψ τηε σµοοτη τηεορψ, ωε αλρεαδψ κνοω τηατ δΣ;1 ισ λοχαλλψ εθυιϖαλεντ
το δΣ (σεε Ρεµαρκ 5.7) τηε λαστ τηεορεµ ιµµεδιατελψ ιµπλιεσ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ,
ωηιχη στρενγτηενσ ιν α θυαντιτατιϖε ωαψ τηε χοννεχτιϖιτψ ρεσυλτ χονταινεδ ιν
Χηοω�σ τηεορεµ:

Τηεορεµ 5.10 Τηε διστανχεσ δΞ;1 ανδ δΞ αρε λοχαλλψ εθυιϖαλεντ ιν 
0: Μορε
πρεχισελψ τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ �0 ανδ Χ συχη τηατ φορ εϖερψ ω 2 
0 ανδ
ψ; ζ 2 ΒΞ (ω; �0) ωε ηαϖε

δΞ;1 (ψ; ζ) � ΧδΞ (ψ; ζ) :

(Τηε ρεϖερσε ινεθυαλιτψ δ (ψ; ζ) � δ1 (ψ; ζ) οβϖιουσλψ ηολδσ βψ δε�νιτιον οφ δ; δ1).
Ασ α χονσεθυενχε, τηε δουβλινγ χονδιτιον οφ Τηεορεµ 3.5 στιλλ ηολδσ ωιτη ρεσπεχτ
το δ1.
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Ανοτηερ θυαντιτατιϖε χονσεθυενχε οφ τηε χοννεχτιϖιτψ προπερτψ ισ τηε ποσσι−
βιλιτψ οφ α ποιντωισε χοντρολ οφ τηε ινχρεµεντ οφ α φυνχτιον φ βψ µεανσ οφ ιτσ
�γραδιεντ�Ξφ = (Ξιφ)

ν
ι=0 (τηατ ισ, ϕΞφ ϕ ισ αν υππερ γραδιεντ ιν τηε τερµινολογψ

οφ [25]).

Τηεορεµ 5.11 Λετ φ 2 Χ1 (Β1 (ξ0; �)), λετ ξ 2 Β1 (ξ0; �) ανδ λετ  2 Χ1 (�) βε
α χυρϖε τηατ ϕοινσ ξ0 ωιτη ξ. Τηεν

ϕφ (ξ)� φ (ξ0)ϕ 6
π
ν�

Ζ 1

0

ϕΞφ ( (τ))ϕ δτ:

Ασ α χονσεθυενχε ωε αλσο ηαϖε

ϕφ (ξ)� φ (ξ0)ϕ �
π
νδ1 (ξ; ξ0) � συπ

Β1(ξ0;�)

ϕΞφ ϕ 8ξ 2 Β1 (ξ0; �) ;

ϕφ (ξ)� φ (ψ)ϕ �
π
νδ1 (ξ; ψ) � συπ

Β1(ξ0;�)

ϕΞφ ϕ 8ξ; ψ 2 Β1
�
ξ0;

�

3

�
:

Προοφ. Λετ ξ 2 Β1 (ξ0; �) ; τηεν τηερε εξιστσ α χυρϖε  (τ) συχη τηατ

 (0) = ξ0;  (1) = ξ

0 (τ) =
νΞ

ι=1

αι (τ) (Ξι)(�)

ωιτη ϕαι (τ)ϕ � �; τηεν

φ (ξ)� φ (ξ0) =
Ζ 1

0

δ

δτ
(φ ( (τ))) δτ =

=

Ζ 1

0

νΞ

ι=1

αι (τ) (Ξι)(τ) � ρφ ( (τ)) δτ

=

Ζ 1

0

νΞ

ι=1

αι (τ) (Ξιφ) ( (τ)) δτ

ϕφ (ξ)� φ (ξ0)ϕ �
Ζ 1

0

ϖυυτ
νΞ

ι=1

αι (τ)
2 �

ϖυυτ
νΞ

ι=1

(Ξιφ) ( (τ))δτ

�
π
ν�

Ζ 1

0

ϕΞφ ( (τ))ϕ δτ

�
π
ν� συπ

Β1(ξ0;�)

ϕΞφ ϕ :

Φορ ανψ ξ; ψ 2 Β1 (ξ0; �=3) ; νοω, ωε ηαϖε ψ 2 Β1 (ξ; 2�=3) ανδ

ϕφ (ξ)� φ (ψ)ϕ �
π
νδ (ξ; ψ) συπ

Β1(ξ;2�=3)

ϕΞφ ϕ �
π
νδ (ξ; ψ) συπ

Β1(ξ0;�)

ϕΞφ ϕ :
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6 Λιφτινγ οφ νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ

Ιν τηε προοφ οφ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ωε ωιλλ υσε αν ιδεα οφ ϑερισον (σεε [28])
ωηιχη χονσιστσ ιν δεριϖινγ συχη ινεθυαλιτψ �ρστ φορ φρεε ϖεχτορ �ελδσ ανδ τηεν ιν
τηε γενεραλ χασε. Τηισ αππροαχη ρεθυιρεσ το δεϖελοπ ιν τηε χοντεξτ ον νονσµοοτη
ϖεχτορ �ελδσ βοτη Ροτησχηιλδ−Στειν�σ λιφτινγ τεχηνιθυε [47] ανδ αν εστιµατε φορ
τηε ϖολυµε οφ λιφτεδ βαλλσ ωηιχη ωασ οριγιναλλψ προϖεδ βψ Σανχηεζ−Χαλλε [50] ανδ
Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ [43]. Τηεσε τοολσ χαν αλσο βε οφ ινδεπενδεντ ιντερεστ.
Ιν ωηατ φολλοωσ ωε κεεπ τηε πρεϖιουσ ασσυµπτιονσ ον τηε ϖεχτορ �ελδσΞ1; Ξ2; : : : ; Ξν

ανδ ωε τακε Ξ0 � 0. Ρεχαλλ τηατ α σψστεµ οφ ν ϖεχτορ �ελδσ ισ σαιδ το βε φρεε
υπ το στεπ ρ ιφ τηε ϖεχτορ �ελδσ ανδ τηειρ χοµµυτατορσ οφ λενγτη ατ µοστ ρ
δο νοτ σατισφψ ανψ λινεαρ δεπενδενχε ρελατιονσ εξχεπτ τηοσε ωηιχη φολλοω φροµ
αντιχοµµυτατιϖιτψ ανδ ϑαχοβι ιδεντιτψ.

Τηεορεµ 6.1 (Λιφτινγ τηεορεµ) Φορ εϖερψ ξ0 2 
, τηερε εξιστ α νειγηβορ−
ηοοδ Υ (ξ0) ; αν ιντεγερ µ ανδ ϖεχτορ �ελδσ οφ τηε φορµ

εΞκ = Ξκ +
µΞ

ϕ=1

υκϕ (ξ; τ)
≅

≅τϕ
(κ = 1; 2; :::; ν) (6.1)

δε�νεδ φορ (ξ; τ) 2 Υ (ξ0) � Ι ωηερε Ι ισ α νειγηβορηοοδ οφ 0 2 Ρµ, ωηιχη αρε
φρεε υπ το στεπ ρ ανδ συχη τηατ

ν
εΞ[Ι] (ξ; τ)

ο

ϕΙϕ�ρ
σπαν Ρπ+µ φορ εϖερψ (ξ; τ) 2

Υ (ξ0)�Ι. Μορεοϖερ τηε υκϕ (ξ; τ) χαν βε τακεν ασ πολψνοµιαλσ οφ δεγρεε ατ µοστ
ρ � 1.

Αφτερ τηε οριγιναλ παπερ [47], αλτερνατιϖε προοφσ οφ τηισ ρεσυλτ (φορ σµοοτη
ϖεχτορ �ελδσ) ηαϖε βεεν γιϖεν βψ σεϖεραλ αυτηορσ. Φορ ουρ πυρποσεσ τηε µοστ
υσεφυλ ισ τηε ονε γιϖεν βψ Ηρµανδερ−Μελιν [27]. Ινδεεδ, α χαρεφυλ ινσπεχτιον
οφ τηειρ προοφ σηοωσ τηατ ιτ αχτυαλλψ ρεθυιρεσ ονλψ τηε Χρ�1 ρεγυλαριτψ οφ τηε
χοε′χιεντσ ανδ τηερεφορε ιτ αππλιεσ αλσο το ουρ νονσµοοτη χοντεξτ.
Ιν τηε σεθυελ ωε ωιλλ υσε βοτη τηε λιφτινγ προχεδυρε ανδ ουρ αππροξιµατιον

προχεδυρε βψ Ταψλορ εξπανσιον οφ δεγρεε ρ � 1 (σεε ♣3). Σινχε τηε χοε′χιεντσ
υκϕ (ξ; τ) αρε πολψνοµιαλσ οφ δεγρεε � ρ � 1 ονε χαν εασιλψ σεε τηατ τηεσε τωο
προχεδυρεσ χοµµυτε. Ωε ωιλλ δενοτε βψ εΣξι τηε �λιφτεδ αππροξιµατινγ �ελδ�.
Τηε νεξτ τηεορεµ χονταινσ α χοµπαρισον βετωεεν τηε ϖολυµε οφ βαλλσ ωιτη

ρεσπεχτ το τηε οριγιναλ ϖεχτορ �ελδσ Ξι ανδ τηειρ λιφτεδ εΞι; ωε ωιλλ δενοτε τηεσε
βαλλσ ωιτη τηε σψµβολ Β; εΒ; ρεσπεχτιϖελψ. Τηανκσ το τηε ρεσυλτσ προϖεδ ιν ♣5, ηερε
τηε διστανχε ινδυχεδ βψ εαχη σψστεµ οφ ϖεχτορ �ελδσ χαν βε ειτηερ δ (δε�νιτιον
2.2) ορ δ1 (δε�νιτιον 5.6). Το προϖε Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ωε ωιλλ αππλψ τηε
ρεσυλτ φορ δ1.

Τηεορεµ 6.2 Λετ ξ0 ανδ Υ (ξ0) ; Ι βε ασ ιν τηε αβοϖε τηεορεµ. Τηερε εξιστ
ποσιτιϖε χονσταντσ χ1; χ2; ρ0; ανδ � 2 (0; 1) συχη τηατ φορ ανψ (ξ; η) 2 Υ (ξ0)� Ι,
ανψ ψ 2 Β (ξ; ��) ; 0 < � < ρ0; ωε ηαϖε, δενοτινγ βψ ϕ�ϕ τηε ϖολυµε οφ α βαλλ ιν
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τηε αππροπριατε διµενσιον,

χ1

��� εΒ ((ξ; η) ; �)
���

ϕΒ (ξ; �)ϕ 6

Ζ

Ρµ

� εΒ((ξ;η);�) (ψ; σ) δσ 6 χ2

��� εΒ ((ξ; η) ; �)
���

ϕΒ (ξ; �)ϕ : (6.2)

Αχτυαλλψ τηε σεχονδ ινεθυαλιτψ ηολδσ φορ εϖερψ ψ 2 Ρπ. Αλσο, τηε προϕεχτιον οφ
εΒ ((ξ; η) ; �) ον Ρπ ισ εξαχτλψ Β (ξ; �) :
Προοφ. Ασ αλρεαδψ νοτεδ, φορ σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ (6.2) ηασ βεεν προϖεδ ιν [50]
ανδ [43]. Σεε αλσο [28] ωηερε τηε ρεσυλτ ισ στατεδ εξαχτλψ ιν τηισ φορµ. Λετ υσ
δενοτε βψ ΒΣξ ; εΒΣξ τηε βαλλσ δε�νεδ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ϖεχτορ �ελδσ Σξι ανδ
εΣξι ρεσπεχτιϖελψ. Σινχε, βψ Τηεορεµ 5.9,

ΒΣξ (ξ; κ1�) � Β (ξ; �) � ΒΣξ (ξ; κ2�)
ανδ

εΒΣξ ((ξ; η) ; κ1�) � εΒ ((ξ; η) ; �) � εΒΣξ ((ξ; η) ; κ2�) ;
τηε ρεσυλτ φολλοωσ φροµ (6.2) αππλιεδ το τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Σξι ανδ εΣξι ανδ
τηε δουβλινγ προπερτψ οφ Τηεορεµ 5.10. Αλσο, σινχε τηε λιφτεδ ϖεχτορ �ελδ εΞι
προϕεχτσ οντο Ξι; βψ δε�νιτιον οφ διστανχε τηε προϕεχτιον οφ εΒ ((ξ; η) ; �) ον Ρπ
ισ εξαχτλψ Β (ξ; �) :

7 Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ

Φορ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ηασ βεεν προϖεδ βψ
ϑερισον ιν [28]. Λανχονελλι−Μορβιδελλι ιν [33] ηαϖε δεϖελοπεδ α γενεραλ αππροαχη
το Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ φορ (ποσσιβλψ νονσµοοτη) ϖεχτορ �ελδσ: τηεψ �ρστ προϖε
αν αβστραχτ ρεσυλτ, ωηιχη δεδυχεσ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ φροµ α προπερτψ ωηιχη
τηεψ χαλλ �ρεπρεσενταβιλιτψ οφ βαλλσ βψ µεανσ οφ χοντρολλαβλε αλµοστ εξπονεντιαλ
µαπσ�, ανδ τηεν σηοω ηοω το αππλψ τηισ γενεραλ ρεσυλτ ιν σεϖεραλ δι⁄ερεντ σιτ−
υατιονσ. Ονε οφ τηεσε σιτυατιονσ ισ τηε χλασσιχαλ χασε οφ σµοοτη Ηρµανδερ�σ
ϖεχτορ �ελδσ.
Ωε ωιλλ προϖε Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ιν ουρ χοντεξτ αππλψινγ τηε αφορµεν−

τιονεδ αβστραχτ ρεσυλτ. Το χηεχκ τηε ασσυµπτιον οφ τηισ τηεορεµ, ωε ωιλλ εξ−
πλοιτ αλλ ουρ πρεϖιουσ τηεορψ, πλυσ σοµε ρεσυλτσ ανδ αργυµεντσ υσεδ ιν [33] το
ηανδλε τηε σµοοτη χασε. Αλσο, φορ τεχηνιχαλ ρεασονσ ωηιχη ωιλλ βε εξπλαινεδ
λατερ, ωε νεεδ το αππλψ τηισ αβστραχτ ρεσυλτ το φρεε ϖεχτορ �ελδσ, ανδ τηεν δεριϖε
Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ ιν τηε γενεραλ χασε φροµ τηατ προϖεδ ιν τηε φρεε χασε, ασ αλ−
ρεαδψ δονε βψ ϑερισον [28] ιν τηε σµοοτη σεττινγ. Βψ τηε ωαψ, ωε ρεµαρκ τηατ ιτ
σεεµσ ηαρδ το αππλψ διρεχτλψ ϑερισον�σ αργυµεντ το τηε νονσµοοτη ϖεχτορ �ελδσ
(ωιτηουτ ρελψινγ ον Λανχονελλι−Μορβιδελλι�σ τηεορψ), σινχε τηισ ωουλδ ρεθυιρε αλσο
Ροτησχηιλδ−Στειν�σ αππροξιµατιον τεχηνιθυε, ωηιχη ιν ουρ νονσµοοτη σεττινγ ισ
νοτ πρεσεντλψ αϖαιλαβλε.
Ηενχεφορτη ωε ωιλλ φυρτηερ στρενγτηεν ουρ ασσυµπτιον ασ φολλοωσ:

Ασσυµπτιονσ (∆). Ωε ασσυµε τηατ φορ σοµε ιντεγερ ρ � 2 ανδ σοµε
βουνδεδ δοµαιν 
 � Ρπ τηε φολλοωινγ ηολδ:
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(∆1) Τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξ1; Ξ2; :::; Ξν βελονγ το Χρ�1;1 (
) ;
ωηιλε Ξ0 � 0: Ηερε ανδ ιν τηε φολλοωινγ, Χκ;1 στανδσ φορ τηε χλασσιχαλ σπαχε
οφ φυνχτιονσ ωιτη Λιπσχηιτζ χοντινυουσ δεριϖατιϖεσ υπ το ορδερ κ.

(∆2) Τηε ϖεχτορσ
��
Ξ[Ι]

�
ξ

	
ϕΙϕ�ρ

σπαν Ρπ ατ εϖερψ ποιντ ξ 2 
.

Ασσυµπτιονσ (∆) ωιλλ βε ιν φορχε τηρουγηουτ τηισ σεχτιον ανδ τηε φολλοωινγ.
Σεε, ηοωεϖερ, ουρ Ρεµαρκ 7.13 ατ τηε ενδ οφ τηισ σεχτιον, φορ αν ινεθυαλιτψ τηατ
ηολδσ υνδερ ωεακερ ασσυµπτιονσ.

Ρεµαρκ 7.1 Τηε λαχκινγ οφ Ξ0 ισ α νατυραλ ασσυµπτιον δεαλινγ ωιτη Ποινχαρ−
τψπε ινεθυαλιτιεσ. Νοτε τηατ, σινχε Ξ0 � 0; λενγτη ανδ ωειγητ οφ α µυλτιινδεξ νοω
χοινχιδε. Αλσο νοτε τηατ υνδερ τηε ασσυµπτιον (∆1) αβοϖε, φορ ανψ 1 � κ � ρ;
τηε δι⁄ερεντιαλ οπερατορσ

φΞΙγϕΙϕ�κ
αρε ωελλ δε�νεδ, ανδ ηαϖε Χρ�κ;1 χοε′χιεντσ. Τηε σαµε ισ τρυε φορ τηε ϖεχτορ
�ελδσ

�
Ξ[Ι]

	
ϕΙϕ�κ

:

∆επενδενχε οφ τηε χονσταντσ. Ωηενεϖερ ωε ωιλλ ωριτε τηατ σοµε χον−
σταντ δεπενδσ ον τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ ανδ σοµε �ξεδ δοµαιν 
0 β 
, τηισ ωιλλ
µεαν τηατ τηε χονσταντ δεπενδσ ον:
(ι) διαµ(
0);
(ιι) τηε νορµσ Χρ�1;1 (
) οφ τηε χοε′χιεντσ οφ Ξι (ι = 1; 2; :::; ν);
(ιιι) α ποσιτιϖε χονσταντ χ0 συχη τηατ τηε φολλοωινγ βουνδ ηολδσ:

ινφ
ξ2
0

µαξ
ϕΙ1ϕ;ϕΙ2ϕ;:::;ϕΙπϕ�ρ

���δετ
��
Ξ[Ι1]

�
ξ
;
�
Ξ[Ι2]

�
ξ
; :::;

�
Ξ[Ιπ]

�
ξ

���� � χ0:

Ιν τηε φολλοωινγ ωε ωιλλ σοµετιµεσ ωορκ ωιτη τηε λιφτεδ ϖεχτορ �ελδσ, δε�νεδ
ιν ♣6, σο τηατ τηε χονσταντσ αππεαρινγ ιν ουρ ρεσυλτσ ωιλλ αλσο δεπενδ ον τηε
χονσταντσ ιν (ιι)−(ιιι) ασσοχιατεδ το τηε λιφτεδ ϖεχτορ �ελδσ. Ηοωεϖερ, ασ οβσερϖεδ
βψ ϑερισον [28, Λεµµα (4.2) π.511], τηεσε ιν τυρν ονλψ δεπενδ ον τηε χονσταντσ
ιν (ιι)−(ιιι) χορρεσπονδινγ το τηε οριγιναλ ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ.
Λετ υσ στατε ουρ µαιν ρεσυλτ:

Τηεορεµ 7.2 (Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ) Φορ ανψ 
0 β 
 τηερε εξιστ χονσταντσ
χ; ρ0 > 0; � � 1 συχη τηατ φορ ανψ δΞ;1−βαλλ Β = Β (ξ; �) ; ωιτη � � ρ0, ξ 2 
0;
ανψ υ 2 Χ1

�
�Β
�
; ωιτη �Β = Β (ξ; ��) ; ωε ηαϖε

Ζ

Β�Β

ϕυ (ψ)� υ (ξ)ϕ δψδξ � χ� ϕΒϕ
Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ (7.1)

ωηερε:

ϕΞυ (ψ)ϕ =

ϖυυτ
νΞ

ϕ=1

ϕΞϕυ (ψ)ϕ2:
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Νοτε τηατ (7.1) ισ εθυιϖαλεντ το τηε φολλοωινγ (περηαπσ µορε φαµιλιαρ) φορµ
οφ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ:

Ζ

Β

ϕυ (ψ)� υΒ ϕ δψ � χ�
Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ (7.2)

ωηερε, ασ υσυαλ, υΒ δενοτεσ τηε αϖεραγε οφ υ οϖερ Β.

Ωε σταρτ σηοωινγ τηατ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ φορ φρεε ϖεχτορ �ελδσ ιµπλιεσ τηε
σαµε ρεσυλτ ιν τηε γενεραλ χασε.
Σο, �ξ ξ0 2 
 ανδ α νειγηβορηοοδ Υ (ξ0) � 
 ωηερε τηε λιφτινγ τηεορεµ 6.1

χαν βε αππλιεδ, ανδ λετ εΞι βε τηε λιφτεδ φρεε ϖεχτορ �ελδσ ιν Υ (ξ0) � Ι. Τηεν
φορ ανψ Υ 0 (ξ0) β Υ (ξ0) ; ξ 2 Υ 0 (ξ0) ; ιφ εΒ = εΒ ((ξ; η) ; �) ισ α δ εΞ;1−βαλλ ωιτη
� � ρ0 ανδ � εΒ = εΒ ((ξ; η) ; ��) ; ωε ηαϖε

Ζ

εΒ� εΒ
ϕυ (ψ; τ)� υ (ζ; σ)ϕ δψδζδσδτ � χ�

��� εΒ
���
Ζ

� εΒ

��� εΞυ (ψ; τ)
��� δψδτ (7.3)

φορ ανψ υ 2 Χ1
�
� εΒ
�
: Ιφ ωε αππλψ (7.3) το α φυνχτιον υ (ψ) ινδεπενδεντ οφ τ;

υ 2 Χ1
�
�Β
�
; τηεν βψ (6.1) ωε γετ
Ζ

εΒ� εΒ
ϕυ (ψ)� υ (ζ)ϕ δψδζδσδτ � χ�

��� εΒ
���
Ζ

� εΒ
ϕΞυ (ψ)ϕ δψδτ

τηατ ισ (σινχε εΒ προϕεχτσ οντο Β)
Ζ

Β�Β

ϕυ (ψ)� υ (ζ)ϕ δψδζ
Ζ

Ρµ

� εΒ((ξ;η);�) (ψ; τ) δτ

Ζ

Ρµ

� εΒ((ξ;η);�) (ζ; σ) δσ �

� χ�
��� εΒ
���
Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ
Ζ

Ρµ

� εΒ((ξ;η);�) (ψ; τ) δτ

ωηιχη, βψ Τηεορεµ 6.2, ιµπλιεσ (7.1).
Α στανδαρδ χοµπαχτεσσ αργυµεντ τηεν γιϖεσ τηεορεµ 7.2.

Ωε νοω προχεεδ το προϖε τηεορεµ 7.2 υνδερ τηε αδδιτιοναλ ασσυµπτιον τηατ
τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι αρε φρεε υπ το στεπ ρ.
Λετ υσ σταρτ �ξινγ σοµε νοτατιον. Τηρουγηουτ τηισ σεχτιον ωε ωιλλ ασσυµε

�ξεδ α βουνδεδ δοµαιν 
0 β 
: Λετ
�
Ξ[Ιϕ ]

	
Ιϕ2�

βε ανψ παρτιχυλαρ φαµιλψ οφ π

χοµµυτατορσ οφ ουρ ϖεχτορ �ελδσ φΞιγνι=1, ωιτη ϕΙϕ ϕ � ρ; λετ

ϕ�ϕ =
πΞ

ϕ=1

ϕΙϕ ϕ ;

κηκ� = µαξ
ϕ=1;:::;π

ϕηϕ ϕ1=ϕΙϕ ϕ φορ ανψ η 2 Ρπ;

Θ� (�) =
ν
η 2 Ρπ : κηκ� � �

ο
φορ ανψ � > 0:
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Λετ υσ ρεχαλλ τηατ (σεε Τηεορεµ 5.1) ΕΞ� (ξ; η) ισ Χ
1 ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ (ξ; η)

φορ ξ 2 
0 ανδ ϕηϕ < �1: Μορεοϖερ, ιφ
�
Ξ[Ιϕ ]

	
Ιϕ2�

ισ α φαµιλψ οφ χοµµυτατορσ

ωηιχη σπανσ Ρπ ατ ξ0 2 
0 (ανδ τηερεφορε ιν τηε ωηολε 
0; σινχε τηε Ξι�σ αρε
φρεε) ανδ σατισ�εσ (5.2), τηεν η 7�! ΕΞ� (ξ; η) ισ α δι⁄εοµορπηισµ οφ α νειγηβορ−
ηοοδ οφ τηε οριγιν φη : ϕηϕ < �1γ οντο α νειγηβορηοοδ Υ (ξ0) οφ ξ0 χονταινινγ
φξ : ϕξ� ξ0ϕ < �2γ :
Ωε αλσο δενοτε βψ

∆ΕΞ
� (ξ;η)

τηε µοδυλυσ οφ τηε ϑαχοβιαν δετερµιναντ οφ τηε µαππινγ η 7�! ΕΞ� (ξ; η) : Τηε
φυνχτιον ∆ΕΞ

� (ξ;η)
ισ χοντινυουσ φορ ξ 2 
0 ανδ ϕηϕ < �1; µορεοϖερ,

∆ΕΞ
� (ξ;0)

=

����δετ
ν�
Ξ[Ιϕ ]

�
ξ

οπ
ϕ=1

���� > 0 φορ ανψ ξ 2 

0:

Φορ ανψ �ξεδ ξ0 2 
0; λετ νοω φΣξ0ι γ βε τηε σψστεµ οφ σµοοτη αππροξιµατινγ
ϖεχτορ �ελδσ, ιντροδυχεδ ιν ♣3. Ωε κνοω τηατ (σεε Λεµµα 3.2) τηε Σξ0ι �σ σατισφψ
Ηρµανδερ�σ χονδιτιον ιν

Υ� (ξ0) = φξ 2 
 : ϕξ� ξ0ϕ < �γ :

Φορ ανψ ξ0 2 
0 ωε χαν τηερεφορε χονσιδερ τηε σψστεµ οφ σµοοτη Ηρµανδερ�σ
ϖεχτορ �ελδσ φΣξ0ι γ ιν Υ� (ξ0) ; ανδ περφορµ φορ τηισ σψστεµ, ασ ιν ♣5, τηε χον−
στρυχτιον οφ τηε µαπσ

Χ(Ι) (τ; Σ
ξ0
Ι ) (ξ)

ανδ τηατ οφ τηε χορρεσπονδινγ δι⁄εοµορπηισµ

ΕΣ
ξ0

� (ξ; η) :

Ιτ ισ νοω τιµε το ρεχαλλ ωηατ ισ τηε αβστραχτ ρεσυλτ προϖεδ ιν [33] ρεγαρδ−
ινγ Ποινχαρ ινεθυαλιτψ, ηοω τηε Αυτηορσ υσε ιτ το δεδυχε ϑερισον�σ Ποινχαρ
ινεθυαλιτψ (ιν τηε σµοοτη χασε), ανδ ηοω ωε χαν αδαπτ τηειρ αργυµεντσ το ουρ
χοντεξτ. Ασ ωε ωιλλ σεε, α κεψ φεατυρε οφ ουρ αππροαχη ισ α συιταβλε µιξ οφ τηε τωο
σψστεµσ οφ ϖεχτορ �ελδσ φΞιγ ; φΣξ0ι γ, ανδ οφ τηε χορρεσπονδινγ µαπσ ΕΞ� ; ΕΣ

ξ0

� :
Λετ υσ σταρτ ρεχαλλινγ α δε�νιτιον φροµ [33].

∆ε�νιτιον 7.3 Λετ Ο βε α βουνδεδ οπεν σετ ιν Ρπ; ανδ Θ α νειγηβορηοοδ οφ
τηε οριγιν. Ωε σαψ τηατ α φυνχτιον

Ε : Ο �Θ! Ρ
π

ισ αν αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ ιφ

(ι) Ε (ξ; 0) = ξ 8ξ 2 Ο

(ιι) τηε µαπ η 7�! Ε (ξ; η) ισ Χ1 ανδ 1−1 ον Θ
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(ιιι) τηε φολλοωινγ χονδιτιον ηολδσ:

1

α
∆Ε(ξ;0) � ∆Ε(ξ;η) � α∆Ε(ξ;0)8 (ξ; η) 2 Ο �Θ; σοµε χονσταντ α > 1

(ωηερε ∆Ε(ξ;η) στανδσ φορ τηε µοδυλυσ οφ τηε ϑαχοβιαν δετερµιναντ οφ τηε
µαππινγ η 7�! Ε (ξ; η)).

Τηε αβστραχτ τηεορεµ προϖεδ βψ Λανχονελλι−Μορβιδελλι ρεαδσ ασ φολλοωσ:

Τηεορεµ 7.4 (Τηεορεµ 2.1 ιν [33]) Λετ Β = ΒΞ1 (ξ0; �) βε α �ξεδ βαλλ. Ασ−
συµε τηερε εξιστσ αν οπεν σετ Ο � Β; αν αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ Ε : Ο�Θ! Ρ

π

ανδ τωο ποσιτιϖε χονσταντσ �; � σατισφψινγ τηε φολλοωινγ χονδιτιονσ:

(ι) ϕΒϕ � � ϕΟϕ ανδ Β � Ε (ξ;Θ) φορ εϖερψ ξ 2 Ο;

(ιι) Ε ισ Ξ−χοντρολλαβλε ωιτη α ηιττινγ τιµε Τ � ��;

(ιιι) ϕ(�+ 1)Βϕ � � ϕΟϕ :

Τηεν τηερε εξιστσ χ > 0 συχη τηατ
Ζ

Β�Β

ϕυ (ψ)� υ (ξ)ϕ δψδξ � χ� ϕΒϕ
Ζ

(1+�)Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ

φορ ανψ υ 2 Χ1
�
(1 + �)Β

�
; ωηερε (1 + �)Β = Β (ξ0; (1 + �) �). Τηε χονσταντ

χ ονλψ δεπενδσ ον τηε νυµβερσ �; �; τηε χονσταντ α αππεαρινγ ιν ∆ε�νιτιον 7.3
ανδ τηε χονσταντ β αππεαρινγ ιν ∆ε�νιτιον 7.7.

Ωε ωιλλ ρεχαλλ ανδ χοµµεντ λατερ τηε δε�νιτιον οφ �Ξ−χοντρολλαβλε µαπ�.
Ουρ στρατεγψ χονσιστσ ιν σηοωινγ τηατ τηε µαπ

(ξ; η) 7�! ΕΣ
ξ

� (ξ; η)

σατισ�εσ τηε ασσυµπτιον οφ τηε πρεϖιουσ τηεορεµ, ον συιταβλε δοµαινσ Ο;Θ; φορ
α συιταβλε χηοιχε οφ �. Νοτε τηατ τηισ µαπ, βυιλτ υπον τηε σψστεµ φΣξ0ι γ ; ωιλλ βε
σηοων το σατισφψ τηε ασσυµπτιονσ οφ τηε τηεορεµ ωιτη ρεσπεχτ το τηε σψστεµ φΞιγ.
Αλσο, νοτε τηατ ιν τηε δε�νιτιον οφ τηισ µαπ Ε τηε ποιντ ξ0 ωηερε τηε σψστεµ
φΣξ0ι γ αππροξιµατεσ φΞιγ ισ τακεν εθυαλ το ξ, τηατ ισ �υνφροζεν�. Τηερεφορε ουρ
µαπ Ε ωιλλ βε ονλψ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ωιτη ρεσπεχτ το ξ. Τηεσε φαχτσ ωιλλ
ρεθυιρε σοµε χαρε.
Φιρστ οφ αλλ, ωε χαν αππλψ το τηε σψστεµ οφ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ

Σξ0ι ; ιν τηε δοµαιν Υ� (ξ0) ; Τηεορεµ 4.1 ιν [33]:

Τηεορεµ 7.5 Φορ ανψ ξ0 2 
0 β 
 τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ ρ0; χ1; χ2; ωιτη
χ2 < χ1 < 1; συχη τηατ φορ ανψ φαµιλψ � οφ π χοµµυτατορσ, ξ 2 Υ� (ξ0) ; � � ρ0
σατισφψινγ τηε ινεθυαλιτψ

∆ΕΣξ0
� (ξ;0)�

ϕ�ϕ � 1

2
µαξ
�
∆ΕΣξ0

� (ξ;0)�
ϕ�ϕ
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τηε φολλοωινγ ασσερτιονσ ηολδ:
(α) Ιφ η 2 Θ� (χ1�) τηεν

1

4
∆ΕΣξ0

� (ξ;0) � ∆ΕΣξ0
� (ξ;η) � 4∆ΕΣξ0

� (ξ;0)

(β) Β1Σξ0 (ξ; χ2�) � ΕΣ
ξ0

� (ξ;Θ� (χ1�)) :

(χ) Τηε φυνχτιον ΕΣ
ξ0

� (ξ; �) ισ ονε−το−ονε ον τηε σετ Θ� (χ1�) :
Ηερε Β1Σξ0 στανδσ φορ τηε µετριχ βαλλ ωιτη ρεσπεχτ το τηε διστανχε δΣξ0 ;1.

Ασ τηε Αυτηορσ ωριτε ιν [33], τηε αβοϖε τηεορεµ, ιν τηε χασε οφ σµοοτη
Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, ηασ α προοφ σιµιλαρ το τηατ οφ Τηεορεµ 7 ιν [43],
ωηιχη ισ ωριττεν ιν δεταιλ ιν [42]. Νοτε τηατ τηε χονσταντσ ρ0; χ1; χ2 ιν τηε αβοϖε
Τηεορεµ ονλψ δεπενδ ον τηε Ξι�σ ανδ 
0, ανδ νοτ ον ξ0 (σεε τηε δισχυσσιον ιν
♣ 3). Ωε χαν τηεν σετ ξ = ξ0 ιν τηε αβοϖε τηεορεµ, οβταινινγ τηε φολλοωινγ:

Τηεορεµ 7.6 Φορ ανψ 
0 β 
 τηερε εξιστ ποσιτιϖε χονσταντσ ρ0; χ1; χ2; ωιτη
χ2 < χ1 < 1; συχη τηατ φορ ανψ φαµιλψ � οφ π χοµµυτατορσ, ξ 2 
0; � � ρ0
σατισφψινγ τηε ινεθυαλιτψ

∆ΕΣξ
� (ξ;0)�

ϕ�ϕ � 1

2
µαξ
�
∆ΕΣξ

� (ξ;0)�
ϕ�ϕ (7.4)

τηε φολλοωινγ ασσερτιονσ ηολδ:
(α�) Ιφ η 2 Θ� (χ1�) τηεν

1

4
∆ΕΣξ

� (ξ;0) � ∆ΕΣξ
� (ξ;η) � 4∆ΕΣξ

� (ξ;0) (7.5)

(β�) Β1Ξ (ξ; χ2�) � ΕΣ
ξ

� (ξ;Θ� (χ1�)) :

(χ�) Τηε φυνχτιον ΕΣ
ξ

� (ξ; �) ισ ονε−το−ονε ον τηε σετ Θ� (χ1�) :
Ηερε Β1Ξ στανδσ φορ τηε µετριχ βαλλ ωιτη ρεσπεχτ το τηε διστανχε δΞ;1.

Νοτε τηατ (β�) αλσο εξπλοιτσ Τηεορεµ 5.9 (ωιτη ποσσιβλψ α σµαλλερ ϖαλυε οφ
χ2).
Ιν τηε φολλοωινγ ωε ωιλλ νεεδ το σηρινκ τηε χονσταντ ρ0 αππεαρινγ ιν τηισ

τηεορεµ; ηοωεϖερ τηισ ισ νοτ ρεστριχτιϖε.
Ιν ορδερ το �νδ τηε σετσ Ο;Θ το ωηιχη ωε ωιλλ αππλψ Τηεορεµ 7.4 ωε νοω

προχεεδ λικε ιν [33, π.336]: λετ Β βε α δΞ1 −βαλλ χεντερεδ ατ σοµε ξ0 2 
0 οφ ραδιυσ
� < χ2ρ0=2: Φορ ανψ φαµιλψ � οφ π χοµµυτατορσ οφ λενγητ � ρ, ωε δε�νε


� =

(
ξ 2 Β : ∆Ε�(ξ;0)

�
2�

χ2

�ϕ�ϕ
>
1

2
µαξ
�
∆Ε�(ξ;0)

�
2�

χ2

�ϕ�ϕ)
: (7.6)

Ηερε ∆Ε�(ξ;0) στανδσ φορ βοτη ∆ΕΣξ
� (ξ;0) ανδ ∆ΕΞ

� (ξ;0)
(σινχε τηε τωο θυαντιτιεσ

χοινχιδε). Ατ λεαστ ονε οφ τηε σετσ 
� σατισ�εσ

ϕ
�ϕ �
1

Ν
ϕΒϕ (7.7)
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ωηερε Ν ισ τηε τοταλ νυµβερ οφ π−τυπλεσ αϖαιλαβλε. Λετ υσ χηοοσε ονε οφ συχη ��σ
ανδ δενοτε βψ Θ τηε βοξ

Θ =

�
η 2 Ρπ : κηκ� <

2χ1
χ2
�

�
:

Φροµ νοω ον, τηε βασισ � ισ χηοσεν ονχε ανδ φορ αλλ. Βψ (α�) ανδ (χ�) οφ Τηεορεµ
7.6, τηε φυνχτιον

Ε : 
� �Θ! Ρ
π (7.8)

(ξ; η) 7! ΕΣ
ξ

� (ξ; η)

ισ αν αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ. Τηε φαχτ τηατ η 7! ΕΣ
ξ

� (ξ; η) ισ Χ1 φολλοωσ φροµ
Τηεορεµ 5.1 αππλιεδ το τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Σξι (φορ ανψ φροζεν ξ).
Ωε ωιλλ σηοω τηατ τηε αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ Ε ωε ηαϖε ϕυστ βυιλτ σατ−

ισ�εσ ασσυµπτιονσ (ι),(ιι),(ιιι) ιν Τηεορεµ 7.4. Τηισ ωιλλ ιµπλψ ουρ Ποινχαρ�σ
ινεθυαλιτψ.
Βψ (7.7), ϕΒϕ � Ν ϕ
�ϕ ; ωηιλε βψ (β�) οφ Τηεορεµ 7.6, Β � Ε (ξ;Θ) φορ

εϖερψ ξ 2 
�: Τηυσ ασσυµπτιον (ι) ιν Τηεορεµ 7.4 ισ σατισ�εδ, ωηιλε ασσυµπτιον
(ιιι) φολλοωσ φροµ τηε δουβλινγ χονδιτιον φορ δΞ1 βαλλσ, ωηιχη ωε ηαϖε προϖεδ ιν
Τηεορεµ 5.10, πλυσ ινεθυαλιτψ ϕΒϕ � Ν ϕ
�ϕ :
Ιτ ρεµαινσ το προϖε τηατ τηε µαπ Ε ισ �Ξ−χοντρολλαβλε ωιτη α ηιττινγ τιµε

Τ � ���, τηατ ισ, χονδιτιον (ιι). Λετ υσ �ρστ ρεχαλλ τηε δε�νιτιον οφ τηισ χονχεπτ,
ασ αππεαρσ ιν [33, π.330]:

∆ε�νιτιον 7.7 Ωε σαψ τηατ αν αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ Ε : Ο�Θ! Ρ
π ισ Ξ−

χοντρολλαβλε ωιτη α ηιττινγ τιµε Τ ιφ τηερε εξιστσ α φυνχτιον  : Ο�Θ�[0; Τ ]! Ρ
π

συχη τηατ
(Χ1) Φορ ανψ (ξ; η) 2 Ο�Θ; τ 7!  (ξ; η; τ) ισ αν Ξ−συβυνιτ πατη χοννεχτινγ

ξ ανδ Ε (ξ; η) ; τηατ ισ

(
δ
δτ (ξ; η; τ) =

Π
αϕ (τ) (Ξϕ)(ξ;η;τ) φορ συιταβλε αϕ ωιτη

Π ϕαϕ (τ)ϕ2 � 1
 (ξ; η; 0) = ξ;  (ξ; η; Τ (ξ; η)) = Ε (ξ; η)

φορ α συιταβλε Τ (ξ; η) � Τ:
(Χ2) Φορ ανψ (η; τ) 2 Θ � [0; Τ ] ; ξ 7!  (ξ; η; τ) ισ α ονε−το−ονε Χ1 µαπ

ηαϖινγ ϕαχοβιαν δετερµιναντ βουνδεδ αωαψ φροµ ζερο, ι.ε.

β � ινφ
Ο�Θ�[0;Τ ]

����
≅

≅ξ

���� > 0:

Ωε σταρτ νοτινγ τηατ χονδιτιον (Χ2) ισ υσεδ ιν [33, π.330] ονλψ ονχε, ιν τηε
φολλοωινγ χηανγε οφ ϖαριαβλε:

Ζ

Ο

ϕΞυ ( (ξ; η; τ))ϕ δξ � 1

β

Ζ

Β(ξ0;(�+1)�)

ϕΞυ (ζ)ϕ δζ:

Ιτ ισ τηεν αππαρεντ τηατ (Χ2) χαν βε ρεπλαχεδ βψ τηε ωεακερ ασσυµπτιον:
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(Χ2�) Φορ ανψ (η; τ) 2 Θ � [0; Τ ] ; ξ 7!  (ξ; η; τ) ισ α ονε−το−ονε βιλιπσχηιτζ
µαπ ηαϖινγ ϕαχοβιαν δετερµιναντ βουνδεδ αωαψ φροµ ζερο, ι.ε.

β � ινφ
Ο�Θ�[0;Τ ]

����
≅

≅ξ

���� > 0:

Ιν ϖιεω οφ Τηεορεµ 7.4, ουρ προοφ οφ Τηεορεµ 7.2 ωιλλ βε χοµπλετεδ ασ σοον
ασ ωε ωιλλ προϖε τηε φολλοωινγ:

Προποσιτιον 7.8 Τηε αλµοστ εξπονεντιαλ µαπ Ε δε�νεδ ιν (7.8) ισ Ξ−χοντρολλαβλε
ωιτη α ηιττινγ τιµε Τ � ��; ιν τηε σενσε οφ τηε αβοϖε δε�νιτιον ωιτη (Χ1), (Χ2�),
ωηερε � ανδ � αρε ασ αβοϖε.

Ρεµαρκ 7.9 Βεφορε γοινγ ον, ωε ηαϖε το µακε αν ιµπορταντ οβσερϖατιον, ιν
ορδερ το εξπλαιν τηε ρολε πλαψεδ βψ τηε φαχτ τηατ ουρ ϖεχτορ �ελδσ Ξι αρε φρεε.
Ιν τηε φολλοωινγ, ωε νεεδ το χηοοσε α βασισ

�
Ξ[Ι]

	
Ι2�

σατισφψινγ σιµυλτανεουσλψ

τηε χονδιτιον εξπρεσσεδ ιν (7.6), ωηιχη ισ φυνδαµενταλ το αππλψ τηε τηεορψ οφ
Λανχονελλι−Μορβιδελλι, ανδ τηε χονδιτιον (5.2) ιν Τηεορεµ 5.1, ωηιχη αλλοωσ υσ
το ηαϖε α θυαντιτατιϖε χοντρολ ον τηε δι⁄εοµορπηισµ ινδυχεδ βψ τηε βασισ. Τηισ
χουλδ ιµποσσιβλε φορ α γενεραλ φαµιλψ οφ Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, βυτ ιτ ισ εασψ
ασ σοον ασ τηεψ αρε φρεε.
Ναµελψ, σινχε τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι αρε φρεε υπ το στεπ ρ, τηεψ σατισφψ τηε σαµε

χοµµυτατιον ρελατιονσ (υπ το στεπ ρ) ατ ανψ ποιντ οφ 
: Τηερεφορε αλλ τηε ποσσιβλε
φαµιλιεσ οφ π ϖεχτορ �ελδσ χηοσεν αµονγ τηε χοµµυτατορσ οφ λενγτη � ρ οφ τηε
Ξι�σ χαν βε γρουπεδ ιν τωο χλασσεσ:

Ε =
�
� : ∆Ε�(ξ;0) 6= 0 φορ αλλ ξ 2 


	
;

Εχ =
�
� : ∆Ε�(ξ;0) = 0 φορ αλλ ξ 2 


	
:

Ιφ ωε χηοοσε α βασισ � σατισφψινγ τηε ρελατιον

∆Ε�(ξ;0)

�
2�

χ2

�ϕ�ϕ
>
1

2
µαξ
�
∆Ε�(ξ;0)

�
2�

χ2

�ϕ�ϕ
;

τηισ µεανσ τηατ � 2 Ε, ηενχε ∆Ε�(ξ;0) 6= 0 ιν τηε ωηολε 
: Ιν ορδερ το αππλψ
Τηεορεµ 5.1 ωιτη α χοντρολ ον τηε χονσταντσ ωηιχη αρε ινϖολϖεδ, ωε νεεδ το κνοω
τηατ, φορ σοµε �ξεδ ∀;

∆Ε�(ξ;0) > (1� ∀)µαξ
�
∆Ε�(ξ;0) (7.9)

Νοω,
∆Ε�(ξ;0) � µιν

�2Ε
∆Ε�(ξ;0) > (1� ∀)µαξ

�
∆Ε�(ξ;0)

βεχαυσε: σινχε τηε ϖεχτορ �ελδσ αρε φρεε, αλλ τηε δετερµιναντσ ρελατιϖε το δι⁄ερεντ
βασεσ χοντρολ εαχη οτηερ βψ υνιϖερσαλ χονσταντσ. Τηισ µεανσ τηατ (7.9) ηολδσ
ωιτη α υνιϖερσαλ χονσταντ ∀:
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Λετ υσ νοω προχεεδ τοωαρδ τηε προοφ οφ Προποσιτιον 7.8. Φιρστ οφ αλλ, ωε ηαϖε
τηε φολλοωινγ:

Λεµµα 7.10 Τηερε εξιστσ α χονσταντ χ > 0 δεπενδινγ ον 
0 ανδ τηε Ξι�σ συχη
τηατ

ΕΣ
ξ

� (ξ;Θ� (�)) � ΕΞ� (ξ;Θ� (χ�)) 8ξ 2 
�: (7.10)

Προοφ. Λετ ψ 2 ΕΣξ� (ξ;Θ� (�)) ; τηισ µεανσ τηατ

ψ = ΕΣ
ξ

� (ξ; η) φορ σοµε κηκ� � �;

ανδ ωε ωαντ το προϖε τηατ τηερε εξιστσ η0; ωιτη κη0κ� � χ�, συχη τηατ

ΕΣ
ξ

� (ξ; η) = ΕΞ� (ξ; η
0) :

Σινχε, βψ Τηεορεµ 5.1, φορ ανψ ξ 2 
0 τηε µαππινγ

η0 7�! ΕΞ� (ξ; η
0)

ισ α δι⁄εοµορπηισµ (φορ ϕη0ϕ < �), ωε χαν ινϖερτ ιτ, ωριτινγ

η0 = �(η) � ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ
ξ

� (ξ; η) :

Μορεοϖερ, βψ Ρεµαρκ 7.9, τηε χονσταντσ ινϖολϖεδ ιν τηισ δι⁄εοµορπηισµ αρε
υνδερ χοντρολ.
Ωε ωαντ το προϖε τηατ

κη0κ� 6 χ κηκ� (7.11)

φορ σοµε χονσταντ χ > 0 ονλψ δεπενδινγ ον 
0 ανδ τηε Ξι�σ. Ωε ηαϖε

κη0κ� 6 χ
�
κηκ� + κη0 � ηκ�

�

6 χ
�
κηκ� + ϕη0 � ηϕ

1=ρ
�

(7.12)

Σινχε ΕΞ� (ξ; �)
�1 ισ α δι⁄εοµορπηισµ, ωε ηαϖε

ϕη0 � ηϕ =
���ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ

ξ

� (ξ; η)� ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΞ� (ξ; η)
���

6 χ
���ΕΣ

ξ

� (ξ; η)� ΕΞ� (ξ; η)
��� (7.13)

Ωε αρε γοινγ το σηοω τηατ
���ΕΣ

ξ

� (ξ; η)� ΕΞ� (ξ; η)
��� 6 χ κηκρ� (7.14)

ωηιχη, τογετηερ ωιτη (7.11), (7.12), (7.13), ωιλλ ιµπλψ ουρ ασσερτιον.
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Ναµελψ,

ΕΣ
ξ

� (ξ; η) =
ΜΨ

ϕ=1

εξπ
���ηιϕ

��1=λϕ �ϕΣξρϕ
�
(ξ) ;

ΕΞ� (ξ; η) =
ΜΨ

ϕ=1

εξπ
���ηιϕ

��1=λϕ �ϕΞρϕ
�
(ξ)

(ηερε �ϕ = �1). Σετ:

ψν =
νΨ

ϕ=1

εξπ
���ηιϕ

��1=λϕ �ϕΣξρϕ
�
(ξ)

εψν =
νΨ

ϕ=1

εξπ
���ηιϕ

��1=λϕ �ϕΞρϕ
�
(ξ)

ανδ λετ υσ σηοω βψ ινδυχτιον ον ν τηατ ϕψν � εψνϕ 6 χ κηκρ�. Φορ ν = 1 ωε χαν
αππλψ διρεχτλψ τηε αργυµεντ ιν τηε προοφ οφ Τηεορεµ 3.4, γεττινγ

ϕψ1 � εψ1ϕ 6 χ
�
ϕηι1 ϕ

1=λ1
�ρ
6 χ κηκρ� :

Ασσυµινγ τηε ασσερτιον φορ ν; λετ υσ ωριτε νοω:

ψν+1 = εξπ
���ηιν+1

��1=λν+1 �ν+1Σξρϕ
�
(ψν) ;

εψν+1 = εξπ
���ηιν+1

��1=λν+1 �ν+1Ξρϕ
�
(εψν) :

Ωε χαν ρεπεατ αγαιν τηε αργυµεντ ιν τηε προοφ οφ Τηεορεµ 3.4. Λετ

ψν+1 = ∋ (1) ; εψν+1 =  (1) ωιτη
(
∋0 (�) =

��ηιν+1
��1=λν+1 �ν+1

�
Σξρϕ

�

∋(�)

∋ (0) = ψν

(
0 (�) =

��ηιν+1
��1=λν+1 �ν+1

�
Ξρϕ

�
(�)

 (0) = εψν
Τηεν

∋ (σ)�  (σ) = ψν � εψν +
Ζ σ

0

[∋0 (�)� 0 (�)] δ� =

= ψν � εψν +
Ζ σ

0

��ηιν+1
��1=λν+1 �ν+1

��
Σξρϕ

�

∋(�)
�
�
Ξρϕ

�
∋(�)

�
δ�+

+

Ζ σ

0

��ηιν+1
��1=λν+1 �ν+1

η�
Ξρϕ

�
∋(�)

�
�
Ξρϕ

�
(�)

ι
δ�

= Α+Β + Χ:

Νοω, βψ ινδυχτιϖε ασσυµπτιον,

ϕΑϕ � χ κηκρ�
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ωηιλε βψ (3.2)

ϕΒϕ � χ
Ζ σ

0

��ηιν+1
��1=λν+1 ϕ∋ (�)� ξϕρ�1 δ� �

� χ
Ζ σ

0

κηκ� κηκ
ρ�1
� δ� � χ κηκρ�

ωηερε ωε υσεδ τηε φαχτ τηατ

ϕ∋ (�)� ξϕ � ϕ∋ (�)� ψνϕ+
νΞ

κ=2

ϕψκ � ψκ�1ϕ+ ϕψ1 � ξϕ � χ
ν+1Ξ

κ=1

ϕηικ ϕ
1=λκ � χ κηκ� :

Φιναλλψ,

ϕΧϕ � χ
Ζ σ

0

��ηιν+1
��1=λν+1 ϕ∋ (�)�  (�)ϕ δ� � χ κηκ�

Ζ σ

0

ϕ∋ (�)�  (�)ϕ δ�:

Χολλεχτινγ τηε πρεϖιουσ ινεθυαλιτιεσ, Γρονωαλλ�σ Λεµµα ιµπλιεσ

ϕ∋ (σ)�  (σ)ϕ � χ κηκρ� ;
ωηιχη φορ σ = 1 γιϖεσ τηε δεσιρεδ ασσερτιον. Τηισ ενδσ τηε προοφ οφ (7.14) ανδ
ηενχε οφ (7.10).
Νεξτ, ωε νεεδ τηε φολλοωινγ:

Λεµµα 7.11 Φορ ανψ ψ 2 
� ανδ η 2 Θ; τηε µαπ

ξ 7�! ΕΣ
ξ

� (ψ; η)

ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ιν 
�; ανδ ιτσ ϑαχοβιαν σατισ�εσ:
�����
≅ΕΣ

ξ

� (ψ; η)

≅ξ

����� � χ ϕηϕ
1=ρ

φορ α.ε. ξ 2 
�:

Αλσο, φορ ανψ ψ 2 
� τηε µαπ (ξ; η) 7�! ΕΣ
ξ

� (ψ; η) ισ χοντινυουσ ιν 
� �Θ.
Προοφ. Χοντινυιτψ ωιτη ρεσπεχτ το (ξ; η) ; ασ ωελλ ασ Λιπσχηιτζ χοντινυιτψ ωιτη
ρεσπεχτ το ξ αρε ιµµεδιατε. Λετ υσ προϖε τηε βουνδ ον δεριϖατιϖεσ. Ωε ηαϖε

≅

≅ξ

η
ΕΣ

ξ

� (ψ; η)
ι
=
≅

≅ξ

2
4
0
≅

ΜΨ

ϕ=ι

εξπ
���ηκϕ

��1=λκϕ �ϕΣξρϕ
�
1
Α (ψ)

3
5

ωιτη �ϕ = �1. Το �ξ ιδεασ, λετ υσ χοµπυτε τηε δεριϖατιϖε οφ τηε χοµποσιτιον οφ
τωο συχη τερµσ:

≅

≅ξ

η
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
εξπ

�
ϕηκ2 ϕ

1=λκ2 �2Σ
ξ
ρ2

�
(ψ)
ι

=
≅

≅ξ

η
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)
ι

ζ=εξπ
�
ϕηκ2 ϕ1=λκ2 �2Σξρ2

�
(ψ)
+

+
≅

≅ζ

η
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)
ι

ζ=εξπ
�
ϕηκ2 ϕ1=λκ2 �2Σξρ2

�
(ψ)
� ≅
≅ξ

η
εξπ

�
ϕηκ2 ϕ

1=λκ2 �2Σ
ξ
ρ2

�
(ψ)
ι

� Α (η; ξ) +Β (η; ξ) � Χ (η; ξ) :
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Λετ υσ ινσπεχτ τηε τερµ Α (η; ξ). Ιν ορδερ το χοµπυτε

≅

≅ξ

η
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)
ι
;

λετ υσ ωριτε
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ) =  (ξ; 1)

ωιτη (
δ
≅� (ξ; �) = ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1
�
Σξρ1
�
(ξ;�)

 (ξ; 0) = ζ:

Τηεν

ϕ (ξ+ ω; �)�  (ξ; �)ϕ � ϕηκ1 ϕ
1=λκ1

Ζ �

0

���
�
Σξ+ωρ1

�
(ξ+ω;σ)

�
�
Σξρ1
�
(ξ;σ)

��� δσ

� ϕηκ1 ϕ
1=λκ1

Ζ �

0

���
�
Σξ+ωρ1

�
(ξ+ω;σ)

�
�
Σξρ1
�
(ξ+ω;σ)

��� δσ+

+ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1

Ζ �

0

���
�
Σξρ1
�
(ξ+ω;σ)

�
�
Σξρ1
�
(ξ;σ)

��� δσ

� Α1 +Α2:

Νοω, σινχε τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδ Σξρ1 δεπενδ ιν α Λιπσχηιτζ χοντιν−
υουσ ωαψ ον τηε ποιντ ξ;

ϕΑ1ϕ � χ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1 ϕωϕ �

ωηιλε

ϕΑ2ϕ � ϕηκ1 ϕ
1=λκ1

Ζ �

0

ϕ (ξ+ ω; σ)�  (ξ; σ)ϕ δσ

ανδ, βψ Γρονωαλλ�σ ινεθυαλιτψ,

ϕ (ξ+ ω; �)�  (ξ; �)ϕ � χ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1 ϕωϕ �;

ωηιχη φορ � = 1 γιϖεσ
���εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ+ω
ρ1

�
(ζ)� εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)
��� � χ ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 ϕωϕ :

Τηισ σηοωσ τηατ ξ 7! εξπ
�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ) ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ωιτη

Λιπσχηιτζ χονσταντ � χ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1 : Ηενχε, τηε Λ1 φυνχτιον

ξ 7! ≅

≅ξ
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)

ηασ Λ1 νορµ � χ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1 :

Τηε τερµ Χ (η; ξ) ισ σιµιλαρ το Α (η; ξ). Ασ το τηε τερµ

Β (η; ξ) =
≅

≅ζ

η
εξπ

�
ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

�
(ζ)
ι
;
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νοτε τηατ τηε εξπονεντιαλ ισ τακεν ωιτη ρεσπεχτ το α σµοοτη ϖεχτορ �ελδ, ανδ τηε
δεριϖατιϖε οφ αν εξπονεντιαλ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ινιτιαλ χονδιτιον ζ ισ βουνδεδ
ιν τερµσ οφ τηε δεριϖατιϖεσ οφ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ϖεχτορ �ελδ ϕηκ1 ϕ

1=λκ1 �1Σ
ξ
ρ1

ωηιχη ισ βουνδεδ βψ χ ϕηκ1 ϕ
1=λκ1 ; υνιφορµλψ ωιτη ρεσπεχτ το ξ. Βψ χοµποσιτιον,

ωε χαν χονχλυδε τηατ ����
≅

≅ξ

η
ΕΣ

ξ

� (ψ; η)
ι���� � χ ϕηϕ

1=ρ

φορ α.ε. ξ 2 
�; ανψ ψ 2 
�; η 2 Θ:

Λεµµα 7.12 Λετ

�(ξ; η) = ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ
ξ

� (ξ; η) φορ (ξ; η) 2 
� �Θ:

Τηεν, τηε µαππινγ (ξ; η) 7! �(ξ; η) ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ιν 
� �Θ. Μορε−
οϖερ, τηε ϑαχοβιαν ϑ�(ξ;η) οφ τηε µαπ ξ 7! �(ξ; η) σατισ�εσ

ϑ�(�;η)

Λ1(
�)

� ! (η) 8η 2 Θ;

ωηερε ! (η)! 0 ασ η! 0.

Προοφ. Τηε φυνχτιον
ΕΣ

ξ

� (ψ; η)

ισ Χ1 ωιτη ρεσπεχτ το (ψ; η) ; λοχαλλψ υνιφορµλψ ωιτη ρεσπεχτ το ξ ανδ, βψ Λεµµα
7.11, ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ωιτη ρεσπεχτ το ξ; ηενχε

(ξ; η) 7! ΕΣ
ξ

� (ξ; η)

ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ. Λετ υσ σηοω τηατ τηε φυνχτιον

(ξ; ψ) 7! ΕΞ� (ξ; �)�1 (ψ)

ισ Χ1 ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ; τηισ ωιλλ αλλοω το χονχλυδε τηατ (ξ; η) 7! �(ξ; η) ισ
Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ιν 
� �Θ:
Λετ υσ χονσιδερ τηε φυνχτιον

Γ (ξ; ψ; η) = ψ � ΕΞ� (ξ; η) :

Σινχε τηε φυνχτιον (ξ; η) 7! ΕΞ� (ξ; η) ισ Χ
1 ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ, Γ (ξ; ξ; 0) = 0

ανδ ≅Γ
≅η (ξ; ξ; 0) ηασ µαξιµαλ ρανκ, βψ τηε ιµπλιχιτ φυνχτιον τηεορεµ τηερε εξιστσ

α υνιθυε Χ1 φυνχτιον η = Φ (ξ; ψ) συχη τηατ

Γ (ξ; ψ; Φ (ξ; ψ)) = 0:

Τηισ Φ ισ εξαχτλψ (ξ; ψ) 7! ΕΞ� (ξ; �)
�1
(ψ) ; σο ωε αρε δονε.

Ωε νοω ωαντ το προϖε τηε βουνδ ον τηε ϑαχοβιαν οφ �.
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Σινχε �(ξ; 0) = 0 8ξ; φορ η = 0 τηε ϑαχοβιαν οφ �(�; 0) ϖανισηεσ. Ωε ηαϖε
τηερεφορε το προϖε τηατ ϑ�(ξ;η) ισ χοντινυουσ ατ η = 0; υνιφορµλψ ωιτη ρεσπεχτ
το ξ. Ωε ηαϖε, ωιτη τηε οβϖιουσ µεανινγ οφ σψµβολσ,

ϑ�(ξ;η) =
�
ϑξ7!ΕΞ

� (ξ;�)
�1(ψ)

�

ψ=ΕΣξ
� (ξ;η)

+
�
ϑψ 7!ΕΞ

� (ξ;�)
�1(ψ)

�

ψ=ΕΣξ
� (ξ;η)

� ϑξ7!ΕΣξ
� (ξ;η)

=
�
ϑξ7!ΕΞ

� (ξ;�)
�1(ψ)

�

ψ=ΕΣξ
� (ξ;η)

+
�
ϑΕΞ

� (ξ;�)

��1
(� (ξ; η)) � ϑξ7!ΕΣξ

� (ξ;η):

∆ι⁄ερεντιατινγ ωιτη ρεσπεχτ το ξ τηε ιδεντιτψ

Φ
�
ξ;ΕΞ� (ξ; η

0)
�
= η0

ωε γετ
≅

≅ξ
Φ
�
ξ;ΕΞ� (ξ; η

0)
�
+
≅

≅ψ
Φ
�
ξ;ΕΞ� (ξ; η

0)
�
� ϑΕΞ

� (�;η
0) = 0

τηατ ισ
�
≅

≅ξ
Φ (ξ; ψ)

�

=ψ=ΕΣξ
� (ξ;η)

= �
�
≅

≅ψ
Φ (ξ; ψ)

�

=ψ=ΕΣξ
� (ξ;η)

� ϑξ7!ΕΞ
� (ξ;η

0) =

= �
�
ϑΕΞ

� (ξ;�)

��1
(η0) � ϑξ7!ΕΞ

� (ξ;η
0):

Ηενχε

ϑ�(�;η) = �
�
ϑΕΞ

� (ξ;�)

��1
(η0) � ϑξ7!ΕΞ

� (ξ;η
0) +

�
ϑΕΞ

� (ξ;�)

��1
(η0) � ϑξ7!ΕΣξ

� (ξ;η)

� Α (ξ; η) +Β (ξ; η)

Νοω, σινχε ΕΞ� (ξ; η
0) ισ Χ1 ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ, ΕΞ� (ξ; �) ισ α δι⁄εοµορ−

πηισµ, ανδ η0 = �(ξ; η) ισ Λιπσχηιτζ χοντινυουσ, ωε χονχλυδε τηατ Α (ξ; η)
ισ η−χοντινυουσ, υνιφορµλψ ωιτη ρεσπεχτ το ξ.

Τηε σαµε ισ τρυε φορ τηε τερµ
�
ϑΕΞ

� (ξ;�)

��1
(η0) αππεαρινγ ιν Β (ξ; η). Ιτ

ρεµαινσ το χηεχκ τηατ η 7! ϑξ7!ΕΣξ
� (ξ;η) ισ χοντινυουσ ατ λεαστ ατ η = 0. Τηισ

χαν βε σεεν ασ φολλοωσ:

≅

≅ξ
ΕΣ

ξ

� (ξ; η) =
≅

≅ξ

η
ΕΣ

ξ

� (ψ; η)
ι

=ψ=ξ
+
≅

≅ξ

η
ΕΣ

ζ

� (ξ; η)
ι

=ζ=ξ
:

Τηε �ρστ τερµ ισ χοντινυουσ ατ η = 0; βψ Λεµµα 7.11, ωηιλε τηε σεχονδ τερµ
ισ χοντινυουσ ιν η; βεχαυσε φορ �ξεδ ζ τηε ϖεχτορ �ελδσ Σζ αρε σµοοτη, ανδ
ΕΣ

ζ

� (ξ; η) ισ α Χ1 φυνχτιον ιν τηε ϕοιντ ϖαριαβλεσ (ξ; η) : Τηισ ενδσ τηε προοφ.

Ωε χαν χοµε, ατ λαστ, το τηε
Προοφ οφ Προποσιτιον 7.8. Ωε ηαϖε το προϖε τηατ τηε µαπ ΕΣ

ξ

� (ξ; η) ισ
Ξ−χοντρολλαβλε ωιτη ηιττινγ τιµε Τ � ��: Αχτυαλλψ, ιτ ισ ενουγη το προϖε Ξ−
χοντρολλαβιλιτψ ωιτη α ηιττινγ τιµε Τ � χ� (ωιτη χ ποσσιβλψ λαργερ τηαν �),
βεχαυσε ιφ χονδιτιον (1) ιν τηε στατεµεντ οφ Τηεορεµ 7.4 ηολδσ φορ σοµε � τηεν
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ιτ στιλλ ηολδσ φορ α λαργερ ονε, ανδ ιφ ωε ρεπλαχε � ωιτη α λαργερ ονε ωε χαν
στιλλ φυλ�λ χονδιτιον (ιιι) ρεπλαχινγ � ωιτη α λαργερ ονε. Ωε ηαϖε τηερεφορε το
προϖε τηατ τηερε εξιστσ α φυνχτιον  : 
� �Θ� [0; Τ ]! Ρ

π σατισφψινγ χονδιτιονσ
(Χ1)−(Χ2�), ωηιχη ωε ωιλλ ρεχαλλ ηερε.
(Χ1) Φορ ανψ (ξ; η) 2 
� � Θ� (�) ; τ 7!  (ξ; η; τ) ισ α Ξ−συβυνιτ πατη

χοννεχτινγ ξ ανδ ΕΣ
ξ

� (ξ; η) ; τηατ ισ

(
δ
δτ (ξ; η; τ) =

Π
αϕ (τ) (Ξϕ)(ξ;η;τ) φορ συιταβλε αϕ ωιτη

Π ϕαϕ (τ)ϕ2 � 1
 (ξ; η; 0) = ξ;  (ξ; η; Τ (ξ; η)) = ΕΣ

ξ

� (ξ; η)

φορ α συιταβλε Τ (ξ; η) � Τ:
Το προϖε τηισ, λετ ψ = ΕΣ

ξ

� (ξ; η) φορ σοµε η 2 Θ� (�) : Βψ Λεµµα 7.10 (ανδ
ιτσ προοφ),

ψ = ΕΞ� (ξ; η
0) φορ σοµε η0 2 Θ� (χ�) ; ναµελψ

η0 = �(ξ; η) � ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ
ξ

� (ξ; η) :

(Νοτε τηατ τηισ �(ξ; η) ισ τηε ονε στυδιεδ ιν Λεµµα 7.12). Ωε χαν βυιλδ
αν αδµισσιβλε χυρϖε τ 7! ε (ξ; η0; τ) χοννεχτινγ ξ το ψ = ΕΞ� (ξ; η

0) ιν τιµε
Τ � χ κη0κ� � χ� µοϖινγ αλονγ τηε χυρϖε ωηιχη δε�νε τηε θυασιεξπονεντιαλ

µαπ ΕΞ� (ξ; �) ; ασ συγγεστεδ ιν [33, ππ.336−7]: ναµελψ, ιφ

ΕΞ� (ξ; η
0) =

ΜΨ

ϕ=1

εξπ

����η0κϕ
���
1=λκϕ

�ϕΞρϕ

�
(ξ)

τηεν ονε εασιλψ χηεχκσ τηατ ανψ µαπ

(ξ; η0) 7! εξπ

����η0κϕ
���
1=λκϕ

�ϕΞρϕ

�
(ξ)

ισ Ξ−χοντρολλαβλε ωιτη ηιττινγ τιµε
���η0κϕ

���
1=λκϕ

; βψ χοµποσιτιον, Λεµµα 4.2 ιν

[33] ιµπλιεσ τηατ ΕΞ� (ξ; η
0) ισ Ξ−χοντρολλαβλε ωιτη ηιττινγ τιµε

Τ � χ συπ
η2Θ

κηκ� � χ�;

ανδ ιν παρτιχυλαρ τηερε εξιστσ α χυρϖε ε ωιτη τηε προπερτιεσ ρεθυιρεδ βψ (Χ1).
Νεξτ, ωε ηαϖε το χηεχκ:
(Χ2�) Φορ ανψ (η; τ) 2 Θ � [0; Τ ] ; ξ 7!  (ξ; η; τ) ισ α ονε−το−ονε βιλιπσχηιτζ

µαπ ηαϖινγ ϕαχοβιαν δετερµιναντ βουνδεδ αωαψ φροµ ζερο, ι.ε.

β � ινφ
Ο�Θ�[0;Τ ]

����
≅

≅ξ

���� > 0:

Ναµελψ, ωε ηαϖε το χοµπυτε τηε ξ−δεριϖατιϖε οφ τηε χοµποσεδ φυνχτιον

 (ξ; η; τ) = ε (ξ;�(ξ; η) ; τ) ;
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τηατ ισ

≅

≅ξ
 (ξ; η; τ) =

≅ε
≅ξ
(ξ;�(ξ; η) ; τ)+

≅ε
≅η0

(ξ;�(ξ; η) ; τ)� ≅
≅ξ

η
ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ

ξ

� (ξ; η)
ι
:

(7.15)
Φιρστ, λετ υσ ρεχαλλ τηατ �(ξ; 0) = 0 ανδ ξ 7! ε (ξ; η0; τ) ηασ τηε σµοοτηνεσσ

οφ ξ 7! ΕΞ� (ξ; η
0) ηενχε ισ Χρ�1;1. Μορεοϖερ, ε (ξ; 0; τ) = ξ; ηενχε

≅ε
≅ξ
(ξ; 0; τ) = Ι

(ιδεντιτψ µατριξ) ανδ, βψ χοντινυιτψ, ≅ε≅ξ (ξ;�(ξ; η) ; τ) ισ χλοσε το τηε ιδεντιτψ
µατριξ φορ η σµαλλ ενουγη.
Σεχονδ, ωε κνοω τηατ (ξ; η0) 7! ε (ξ; η0; τ) ηασ τηε σµοοτηνεσσ οφ (ξ; η0) 7!

ΕΞ� (ξ; η
0) ; ηενχε ισ Χ1: Τηερεφορε

≅ε
≅η0

(ξ;�(ξ; η) ; τ) ισ βουνδεδ.

Φιναλλψ, βψ Λεµµα 7.12
����
≅

≅ξ

η
ΕΞ� (ξ; �)�1ΕΣ

ξ

� (ξ; η)
ι���� � χ! (η) ! 0 ασ η! 0:

Βψ (7.15), τηεσε φαχτσ ιµπλψ τηατ ≅
≅ξ ισ α σµαλλ περτυρβατιον οφ τηε ιδεντιτψ, φορ

σµαλλ η:
Συµµαριζινγ, τηε σιτυατιον ισ τηε φολλοωινγ:

 (ξ1; η; τ)�  (ξ2; η; τ) =
= [ε (ξ1;�(ξ1; η) ; τ)� ε (ξ2;�(ξ1; η) ; τ)] + [ε (ξ2;�(ξ1; η) ; τ)� ε (ξ2;�(ξ2; η) ; τ)]
� Α+Β:

Σινχε, φορ σµαλλ η0; τηε µαπ ξ 7�! ε (ξ; η0; τ) ισ α δι⁄εοµορπηισµ,

ϕΑϕ � χ ϕξ1 � ξ2ϕ :

Ον τηε οτηερ ηανδ, βψ Λεµµα 7.12,

ϕΒϕ � ϕ�(ξ1; η)��(ξ2; η)ϕ � χ! (η) ϕξ1 � ξ2ϕ

Ηενχε φορ η σµαλλ ενουγη ξ 7�!  (ξ; η; τ) ισ α βιλιπσχηιτζ µαπ, ωιτη ϑαχοβιαν δε−
τερµιναντ βουνδεδ αωαψ φροµ ζερο. Νοτε τηατ, ασκινγ η σµαλλ ενουγη αµουντσ
το διµινισηινγ τηε χονσταντ ρ0 ιν Τηεορεµ 7.6, ωηιχη ισ αλλοωεδ, ασ ωε ηαϖε
αλρεαδψ νοτεδ. Τηισ χοµπλετεσ τηε προοφ οφ Προποσιτιον 7.8, ανδ τηερεφορε οφ
Τηεορεµ 7.2.

Ρεµαρκ 7.13 Ιφ ωε ασσυµε τηατ ουρ ϖεχτορ �ελδσ Ξι�σ ονλψ βελονγ το Χ
ρ�1

�


�
;

ινστεαδ οφ Χρ�1;1 (
) ; τηε τηεορψ δεϖελοπεδ ιν σεχτιονσ 2−5 αλλοωσ το δεριϖε α
ρουγηερ ϖερσιον οφ Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ. Λετ υσ σκετχη ιτ ηερε. Φορ α �ξεδ ποιντ
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ξ0 2 
0; λετ υσ χονσιδερ τηε σµοοτη αππροξιµατινγ ϖεχτορ �ελδσ Σξ0ι . Σινχε τηεσε
αρε σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, τηεψ σατισφψ α Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ

Ζ

Β�Β

ϕυ (ψ)� υ (ξ)ϕ δψδξ � χ� ϕΒϕ
Ζ

�Β

ϕΣξ0υ (ψ)ϕ δψ (7.16)

ωηερε Β = ΒΣ
ξ0

1 (ξ0; �); βψ Τηεορεµ 5.9, α σιµιλαρ ινεθυαλιτψ αλσο ηολδσ ωιτη
Β = ΒΞ1 (ξ0; �) ; ανδ ποσσιβλψ α λαργερ νυµβερ �: Νοω, λετ υσ ρεχαλλ τηατ βψ
Προποσιτιον 3.1

Σξ0ι = Ξι +
νΞ

ϕ=1

χιϕ (ξ) ≅ξϕ ωιτη χιϕ (ξ) = ο
�
ϕξ� ξ0ϕρ�1

�
ασ ξ! ξ0:

Ηενχε (7.16) ρεωριτεσ ασ
Ζ

Β�Β

ϕυ (ψ)� υ (ξ)ϕ δψδξ � χ� ϕΒϕ
Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ + ϕΒϕ ο (�ρ)
Ζ

�Β

ϕρυ (ψ)ϕ δψ

(ωηερε ρ ισ τηε Ευχλιδεαν γραδιεντ), ορ
Ζ

Β

ϕυ (ψ)� υΒ (ξ)ϕ δψδξ � χ�
Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕ δψ + ο (�ρ)
Ζ

�Β

ϕρυ (ψ)ϕ δψ:

8 Αππλιχατιονσ

Τηερε ισ α λαργε λιτερατυρε δεαλινγ ωιτη ρελατιονσ βετωεεν Ποινχαρ�σ ινεθυαλ−
ιτψ ανδ οτηερ ρεσυλτσ αβουτ βοτη Σοβολεϖ σπαχεσ ανδ σολυτιονσ το σεχονδ ορδερ
Π∆Εσ, βοτη ιν τηε Ευχλιδεαν (ελλιπτιχ) χοντεξτ ανδ ιν τηε συβελλιπτιχ ονε. Ωε ρε−
φερ το Ηαϕλασζ−Κοσκελα�σ µονογραπη [25] φορ α γοοδ εξποσιτιον ανδ α ριχη σουρχε
οφ φυρτηερ ρεφερενχεσ ον τηισ αρεα οφ ρεσεαρχη. Σοµε οφ τηεσε ρεσυλτσ ηαϖε βεεν εσ−
ταβλισηεδ ιν γρεατ γενεραλιτψ, ασ αξιοµατιχ τηεοριεσ. Φορ ινστανχε, ιτ ισ ωελλ−κνοων
τηατ, ρουγηλψ σπεακινγ, τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε δουβλινγ χονδιτιον ανδ α Ποινχαρ�σ
ινεθυαλιτψ ιµπλψ α Σοβολεϖ εµβεδδινγ. Τηισ φαχτ ηασ βεεν προϖεδ, ατ δι⁄ερ−
εντ λεϖελσ οφ γενεραλιτψ, βψ Σαλο⁄−Χοστε [49], Γαροφαλο−Νηιευ [23], Φρανχηι−Λυ−
Ωηεεδεν [21], Ηαϕλασζ−Κοσκελα [25]. Ιν τυρν, τηε δουβλινγ χονδιτιον, Ποινχαρ
ανδ Σοβολεϖ ινεθυαλιτιεσ αλλοω το ρεπλψ Μοσερ�σ ιτερατιον τεχηνιθυε, ανδ προϖε α
Ηαρναχκ ινεθυαλιτψ ανδ α Ηλδερ χοντινυιτψ ρεσυλτ φορ λοχαλ σολυτιονσ το (ελλιπτιχ
ορ συβελλιπτιχ) ϖαριατιοναλ σεχονδ ορδερ εθυατιονσ. Ιν τηισ σεχτιον ωε ωαντ το
ποιντ ουτ, φορ χονϖενιενχε οφ τηε ρεαδερ, σοµε πρεχισε στατεµεντσ οφ τηισ κινδ,
ωηιχη δεσχριβε α φεω χονσεθυενχεσ οφ τηε ρεσυλτσ ωε ηαϖε προϖεδ σο φαρ, ωηιχη
χαν βε εασιλψ δεριϖεδ φροµ τηε αφορεµεντιονεδ γενεραλ τηεοριεσ, ανδ χονστιτυτε
νεω ρεσυλτσ, ιν ουρ γενεραλ σεττινγ.

8.1 Σοβολεϖ εµβεδδινγ ανδ π−Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ

Ηερε ωε κεεπ Ασσυµπτιονσ (∆) στατεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ ♣ 7. Ωε σταρτ νοτινγ
τηατ (7.2) ιµπλιεσ, βψ Ηλδερ�σ ινεθυαλιτψ,

1

ϕΒϕ

Ζ

Β

ϕυ (ψ)� υΒ ϕ δψ � χ�
�

1

ϕ�Βϕ

Ζ

�Β

ϕΞυ (ψ)ϕπ δψ
�1=π

φορ ανψ π > 1: (8.1)
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Τηεν, αππλψινγ Τηεορεµ 13.1 ιν [25] ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ στρονγ ρεσυλτ:

Τηεορεµ 8.1 Φορ ανψ 
0 β 
; π � 1; τηερε εξιστ χ; ρ0 > 0; συχη τηατ:
(ι) (Σοβολεϖ ινεθυαλιτψ) Τηερε εξιστσ α χονσταντ κ > 1 συχη τηατ

�
1

ϕΒϕ

Ζ

Β

ϕ∋ (ξ)ϕκπ δξ
�1=κπ

� χ�
�
1

ϕΒϕ

Ζ

Β

ϕΞ∋ (ξ)ϕπ δξ
�1=π

(8.2)

φορ ανψ ∋ 2 Χ10 (Β) ; ωιτη Β = Β (ξ; �) ; � � ρ0, ξ 2 
0, ανδ τηε βαλλσ αρε τακεν
ωιτη ρεσπεχτ το τηε διστανχε δΞ;1:
(ιι) (Ποινχαρ�σ π−π ινεθυαλιτψ)

�
1

ϕΒϕ

Ζ

Β

ϕ∋ (ξ)� ∋Β ϕπ δξ
�1=π

� χ�
�
1

ϕΒϕ

Ζ

Β

ϕΞ∋ (ξ)ϕπ δξ
�1=π

(8.3)

φορ ανψ ∋ 2 Χ1 (Β) ; Β ασ αβοϖε.

Νοτε τηατ, θυιτε συρπρισινγλψ, ιν (8.3) α βαλλ οφ τηε σαµε ραδιυσ αππεαρσ
ατ βοτη σιδεσ οφ τηε ινεθυαλιτψ; τηισ φαχτ, ινστεαδ, ισ νατυραλ ιν (8.2), ωηερε τηε
φυνχτιον ∋ ισ ασσυµεδ χοµπαχτλψ συππορτεδ ιν Β. Τηισ τηεορεµ ισ προϖεδ ιν [25]
εξπλοιτινγ α σετ οφ ασσυµπτιονσ ωηιχη, ιν ουρ χοντεξτ οφ νονσµοοτη Ηρµανδερ�σ
ϖεχτορ �ελδσ, ωε ηαϖε προϖεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιονσ, ναµελψ:
(α) Ποινχαρ�σ ινεθυαλιτψ (Τηεορεµ 7.2 ανδ ιν παρτιχυλαρ (8.1));
(β) τηε δουβλινγ χονδιτιον φορ µετριχ βαλλσ ωιτη ρεσπεχτ το τηε διστανχε

δ1(5.10);
(χ) τηε εθυιϖαλενχε οφ τηε Ευχλιδεαν τοπολογψ ωιτη δ1−τοπολογψ, ωηιχη φολλοωσ

φροµ Προποσιτιον 5.8.

8.2 Μοσερ�σ ιτερατιον φορ ϖαριατιοναλ σεχονδ ορδερ οπερα−
τορσ

Λετ υσ χονσιδερ α λινεαρ σεχονδ ορδερ ϖαριατιοναλ οπερατορ οφ τηε κινδ

Λυ �
νΞ

ι;ϕ=1

Ξ�
ι (αιϕ (ξ)Ξϕυ) (8.4)

ωηερε Ξ1; :::; Ξν ισ ουρ σετ οφ νονσµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, Ξ�
ι δενοτεσ

τηε τρανσποσεδ οπερατορ οφ Ξι, ανδ φαιϕγνι;ϕ=1 ισ α σψµµετριχ υνιφορµλψ ποσιτιϖε
δε�νιτε µατριξ οφ Λ1 (
) φυνχτιονσ:

� ϕ�ϕ2 �
νΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ) �ι�ϕ � ��1 ϕ�ϕ2

φορ σοµε � > 0; ανψ � 2 Ρν; α.ε. ξ 2 
. Ωε σαψ τηατ υ ισ α λοχαλ σολυτιον το τηε
εθυατιον Λυ = 0 ιν 
 ιφ

υ 2Ω 1;2
Ξ;λοχ (
) =

�
υ 2 Λ2λοχ (
) : Ξιυ 2 Λ2λοχ (
) φορ ι = 1; 2; :::; ν
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ανδ Ζ




νΞ

ι;ϕ=1

αιϕΞιυΞϕ∋δξ = 0 φορ ανψ ∋ 2 Χ10 (
) :

Ιν τηισ χοντεξτ, Τηεορεµ 8.1 (ωιτη π = 2) γιϖεσ τηε τοολσ το σεττλε τηε χλασσιχαλ
Μοσερ�σ ιτερατιϖε µετηοδ, ανδ προϖε τηε φαχτσ χολλεχτεδ ιν τηε φολλοωινγ:

Τηεορεµ 8.2 Λετ υ βε α λοχαλ σολυτιον το Λυ = 0 ιν 
: Τηεν:
(ι) υ ισ λοχαλλψ βουνδεδ, ωιτη

κυκΛ1(Β) � χ
�

1

ϕ2Βϕ

Ζ

2Β

ϕυ (ξ)ϕ2 δξ
�1=2

φορ ανψ 2Β � 
; ωιτη χ δεπενδινγ ον τηε χοε′χιεντσ αιϕ ονλψ τηρουγη τηε νυµβερ
�.
(ιι) Ιφ υ ισ ποσιτιϖε ιν 
; τηεν ιτ σατισ�εσ α Ηαρναχκ�σ ινεθυαλιτψ:

συπ
Β
υ � χ ινφ

Β
υ

φορ ανψ 2Β � 
; ωιτη χ δεπενδινγ ον τηε χοε′χιεντσ αιϕ ονλψ τηρουγη τηε νυµβερ
�.
(ιιι) υ ισ Ηλδερ χοντινυοσ (ιν τηε υσυαλ, Ευχλιδεαν σενσε) οφ σοµε εξπονεντ

� 2 (0; 1) ; ον ανψ συβσετ 
0 β 
:

ϕυ (ξ)� υ (ψ)ϕ � χ ϕξ� ψϕ�

φορ ανψ ξ; ψ 2 
0; ωιτη χ; � δεπενδινγ ον 
0 ανδ δεπενδινγ ον τηε χοε′χιεντσ
αιϕ ονλψ τηρουγη τηε νυµβερ �; ανδ χ αλσο δεπενδινγ ον κυκΛ2(
).

Τηε αβοϖε τηεορεµ φολλοωσ, φορ ινστανχε, αππλψινγ τηε γενεραλ τηεορψ δεϖελ−
οπεδ βψ Σαωψερ−Ωηεεδεν ιν [52] (σεε ιν παρτιχυλαρ Τηεορεµ 8 ιν [52]). Το χηεχκ
τηε ασσυµπτιονσ οφ τηισ τηεορψ ονε νεεδσ το εξπλοιτ Τηεορεµ 8.1 ανδ τηε φαχτσ
(β), (χ) ρεχαλλεδ ιν τηε πρεϖιουσ συβσεχτιον. Αχτυαλλψ, τηε Ηλδερ χοντινυιτψ ρε−
συλτ ωηιχη φολλοωσ φροµ Τηεορεµ 8 ιν [52] ισ µυχη µορε γενεραλ τηαν τηε ονε ωε
ηαϖε στατεδ ιν (ιιι): ιτ ηολδσ φορ λοχαλ σολυτιονσ το α νονηοµογενεουσ εθυατιον,
αλσο ινϖολϖινγ λοωερ ορδερ τερµσ. Ωιτη τηε τερµινολογψ ιντροδυχεδ ιν [52], ονε
χαν σαψ τηατ τηε οπερατορ Λ ιν (8.4) ισ Λθ−συβελλιπτιχ. Ωε δο νοτ στατε τηισ ρεσυλτ
ιν ιτσ φυλλ γενεραλιτψ φορ τηε σακε οφ σιµπλιχιτψ.
Χλεαρλψ, τηε λοχαλ Ηλδερ χοντινυιτψ ρεσυλτ χαν βε αππλιεδ αλσο το λοχαλ σολυ−

τιονσ φορ νονλινεαρ οπερατορσ οφ τηε κινδ:

Πυ =
νΞ

ι=1

Ξ�
ι (αιϕ (ξ; υ (ξ))Ξϕυ) :

Φορ σµοοτη Ηρµανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, τηε ρεσυλτσ χονταινεδ ιν Τηεορεµ 8.2
φολλοω φροµ Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ�σ δουβλινγ χονδιτιον ανδ ϑερισον�σ Ποινχαρ
ινεθυαλιτψ (σεε [43], [28]). Αναλογουσ ρεσυλτσ, ιν α ωειγητεδ χοντεξτ, ηαϖε βεεν
προϖεδ βψ Λυ ιν [34].
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Ωε αλσο ποιντ ουτ τηατ οπερατορσ (8.4) στρυχτυρεδ ον νονσµοοτη Ηρµαν−
δερ�σ ϖεχτορ �ελδσ χαν βε σεεν αλσο ασ παρτιχυλαρ ινστανχεσ οφ Ξ−ελλιπτιχ οπερατορσ,
ιν τηε σενσε οφ Λανχονελλι−Κογοϕ [32], ωιτη τηε σαµε χονσεθυενχεσ αλρεαδψ δε−
σχριβεδ.

9 Αππενδιξ: σοµε κνοων ρεσυλτσ αβουτ Ο.∆.Ε.�σ

1. Γρονωαλλ�σ Λεµµα

Ωε στατε τηε ϖερσιον οφ Γρονωαλλ�σ Λεµµα τηατ ωε υσε τηρουγηουτ τηισ παπερ.
Φορ α προοφ, σεε φορ ινστανχε [10, π.625].

Λεµµα 9.1 Λετ � : [0; 1]! Ρ βε α νοννεγατιϖε χοντινυουσ φυνχτιον συχη τηατ

� (τ) � χ
Ζ τ

0

� (σ) δσ+Κ (9.1)

φορ ανψ τ 2 [0; 1] ανδ τωο ποσιτιϖε χονσταντσ χ;Κ: Τηεν τηερε εξιστσ α χονσταντ
χ1 > 0; ονλψ δεπενδινγ ον χ; συχη τηατ

� (τ) � χ1Κ:

2. Εξιστενχε ρεσυλτσ ανδ υνιφορµιτψ µαττερσ

Τηεορεµ 9.2 (Χαρατηοδορψ�σ εξιστενχε τηεορεµ) Λετ Φ (τ; ξ) βε α φυνχ−
τιον δε�νεδ φορ τ 2 (�Τ; Τ ) ; ξ 2 Ρπ; Φ χοντινυουσ ιν ξ φορ �ξεδ τ ανδ µεασυρ−
αβλε ιν τ φορ �ξεδ ξ: Ασσυµε τηατ

ϕΦ (τ; ξ)ϕ �Μ (τ)

ωιτη Μ 2 Λ1 (α; β) φορ ανψ [α; β] � (�Τ; Τ ) : Τηεν, φορ εϖερψ ξ0 2 Ρπ τηερε εξιστσ
αν αβσολυτελψ χοντινυουσ φυνχτιον � : (�Τ; Τ )! Ρ

π σολυτιον το τηε προβλεµ

�
�0 (τ) = Φ (τ; � (τ)) φορ α.ε. τ 2 (�Τ; Τ )
� (0) = ξ0

εξιστσ.

Φορ τηε προοφ, σεε ε.γ. [51, π.140]. Ιν τηε προοφ οφ Τηεορεµ 3.4 ωε αππλψ τηισ
τηεορεµ το

Φ (τ; ξ) =
Ξ

ϕΙϕ�ρ

αΙ (τ)
�
Ξ[Ι]

�
ξ

ωηερε αΙ (�) αρε βουνδεδ µεασυραβλε φυνχτιονσ ον [0; 1], ανδ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι
αρε Χρ�1

�


�
. Νοω, φορ ανψ �ξεδ 
0 β 
00 β 
, ωε χαν �νδ α φυνχτιον εΦ (τ; ξ)

σατισφψινγ τηε ασσυµπτιονσ οφ τηε Χαρατηοδορψ�σ τηεορεµ ανδ αγρεεεινγ ωιτη
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Φ (τ; ξ) φορ ξ 2 
00: Ωηεν ξ0 2 
0 ανδ ϕαΙ (τ)ϕ � �ϕΙϕ ωιτη � σµαλλ ενουγη, τηερε
εξιστσ α σολυτιον � το

�
�0 (τ) = εΦ (τ; � (τ)) φορ τ 2 [0; 1]
� (0) = ξ0

συχη τηατ � (τ) 2 
00 φορ τ 2 [0; 1] ανδ τηερεφορε � σολϖεσ
�
�0 (τ) =

Π
ϕΙϕ�ρ αΙ (τ)

�
Ξ[Ι]

�
�(τ)

φορ τ 2 [0; 1]
� (0) = ξ0:

Νοτε τηατ τηισ � δεπενδσ ον 
 ανδ 
0; βυτ νοτ ον ξ0.

Τηεορεµ 9.3 (Χαυχηψ�σ εξιστενχε ανδ υνιθυενεσσ τηεορεµ) Λετ Ξ βε α
Λιπσχηιτζ χοντινυουσ ϖεχτορ �ελδ δε�νεδ ιν σοµε δοµαιν 
 � Ρπ; ανδ 
0 β 
:
Τηερε εξιστσ α νυµβερ � > 0; δεπενδινγ ον Ξ;
;
0, συχη τηατ φορ εϖερψ ξ0 2 
0;
α υνιθυε Χ1 σολυτιον � : [��; �]! 
 το τηε προβλεµ

�
�0 (τ) = Ξ�(τ) φορ τ 2 [��; �]
� (0) = ξ0

(9.2)

εξιστσ.

Φορ τηε προοφ, σεε [44]. Ωε στρεσσ τηε φαχτ τηατ τηε νυµβερ � χαν βε χηοσεν
ινδεπενδεντλψ οφ ξ0; ατ λεαστ ωηεν ξ0 ρανγεσ ιν α χοµπαχτ συβσετ οφ 
. Τηισ
υνιφορµιτψ προπερτψ ηασ βεεν ιµπλιχιτλψ υσεδ ιν τηισ παπερ.

3. ∆ισχυσσιον αβουτ τηε δεπενδενχε οφ τηε χονσταντσ ον τηε σµοοτη
ϖεχτορ �ελδσ ιν τηε ρεσυλτσ προϖεδ βψ Ναγελ−Στειν−Ωαινγερ [43]

Ηερε ωε ωαντ το ϕυστιφψ Χλαιµ 3.3 στατεδ ιν ♣3. Ωε ηαϖε χηεχκεδ ιν δεταιλ τηισ
Χλαιµ, ρεϖισινγ τηε ωηολε αργυµεντ οφ [43]. Ηερε ωε χαννοτ ρεπεατ τηε ωηολε
ρεασονινγ, βυτ λιµιτ ουρσελφ το σοµε ρεµαρκσ ωηιχη στρεσσ τηε ποιντσ το βε κεπτ
ιν µινδ, ιν ορδερ το υνδερστανδ τηε θυαντιτατιϖε δεπενδενχε οφ τηε χονσταντσ.
Ωηατ φολλοωσ ισ ιντενδεδ το βε ρεαδ κεεπινγ ατ ηανδ τηε παπερ [43]: ωε ωιλλ υσε
τηειρ νοτατιονσ ωιτηουτ ανψ εξπλανατιον.
1. Ωε αππλψ τηε χονστρυχτιον οφ [43], Χηαπτερ ΙΙ, ♣1, ασσυµινγ τηατ τηε ϖεχτορ

�ελδσ Ψι αρε αλλ τηε χοµµυτατορσ Ξ[Ι] οφ ουρ σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Ξ0; Ξ1; :::; Ξν;
ωιτη ϕΙϕ � µ: Ιφ Ψι = Ξ[Ι]; ωε ωιλλ σετ δι = ϕΙϕ : Ιτ ισ νοτ δι′χυλτ το σεε τηατ, βψ
τηε ϑαχοβι ιδεντιτψ, φορ ανψ µυλτιινδιχεσ Ι; ϑ ωε χαν ωριτε

�
Ξ[Ι]; Ξ[ϑ]

�
=

Ξ

ϕΚϕ=ϕΙϕ+ϕϑϕ

βΚΙϑΞ[Κ]

ωηερε βΚΙϑ αρε υνιϖερσαλ χονσταντσ ονλψ δεπενδινγ ον Ι; ϑ;Κ (τηισ φαχτ ισ στατεδ
φορ ινστανχε ιν [27]): Τηερεφορε ωε χαν ωριτε εθυατιον (1) οφ [43] ασ

[Ψϕ ; Ψκ] =
Ξ

δλ�δϕ+δκ

χλϕκ (ξ)Ψλ
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ωηερε τηε �φυνχτιονσ� χλϕκ (ξ) αρε αχτυαλλψ υνιϖερσαλ χονσταντσ.
2. Λετ υσ χαλλ �αδµισσιβλε φυνχτιον� ανψ φυνχτιον ωηιχη χαν βε οβταινεδ,

σταρτινγ φροµ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε σµοοτη ϖεχτορ �ελδσ Ξι; βψ λινεαρ χοµβι−
νατιον ανδ α �νιτε νυµβερ οφ οπερατιονσ οφ συµσ, προδυχτσ, ανδ δεριϖατιϖεσ;
µορεοϖερ, ιτ ισ αλλοωεδ το διϖιδε βψ τηε θυαντιτψ

δετ (Ψι1 ; Ψι2 ; :::; ΨιΝ )

ωηερε Ψι1 ; Ψι2 ; :::; ΨιΝ ισ α �ξεδ βασισ ιν αν οπεν συβσετ 
Ι � 
. Χλεαρλψ, αδµισ−
σιβλε φυνχτιονσ βελονγ το Χ1 (
Ι) :
Λετ αλϕ (ξ) ηαϖε τηε µεανινγ εξπλαινεδ ιν [43, π.116]. Α κεψ ρολε ισ πλαψεδ

ιν [43] βψ τηε µοδυλεσ οφ φυνχτιονσ Απσ ; δε�νεδ ασ τηε Χ
1 (
) συβµοδυλε οφ

Χ1 (
Ι) γενερατεδ βψ αλλ τηε φυνχτιονσ οφ τηε φορµ

αλ1ϕ1 � α
λ2
ϕ2
� :::αλκϕκ

ωηερε τηε ινδιχεσ σατισφψ συιταβλε χονδιτιονσ. Νοω, ωε χλαιµ τηατ, κεεπινγ ιν
µινδ ουρ ρεµαρκ 1 ανδ ρεϖισινγ τηε ωηολε ρεασονινγ οφ Χηαπτερ ΙΙ, ♣1 ιν [43],
ονε χαν χηεχκ τηατ αλλ τηε αργυµεντσ ανδ στατεµεντσ οφ τηατ σεχτιον ρεµαιν
τρυε ιφ ωε ρεδε�νε τηε χλασσεσ οφ φυνχτιονσ Απσ ασ τηε µοδυλεσ γενερατεδ βψ τηε
φυνχτιονσ αλ1ϕ1 �α

λ2
ϕ2
� :::αλκϕκ τακινγ ασ �σχαλαρσ� νοτ αλλ τηε φυνχτιονσ ιν Χ1 (
) ; βυτ

ονλψ αδµισσιβλε φυνχτιονσ.
Τηισ φαχτ ισ χρυχιαλ βεχαυσε, ωηενεϖερ ωε προϖε τηατ α φυνχτιον βελονγσ το α

χλασσ Απσ ; τηισ ιµπλιεσ α θυαντιτατιϖε εστιµατε ιν τερµσ οφ τηε θυαντιτιεσ αλλοωεδ
βψ ουρ Χλαιµ 3.3.
3. Ρεϖισινγ τηε ωηολε ρεασονινγ οφ τηε φολλοωινγ σεχτιονσ οφ Χηαπτερ ΙΙ ιν

[43], τηεν, ονε χαν χηεχκ τηατ µοστ οφ τηε αργυµεντσ δο νοτ ινϖολϖε νεω φορµσ
οφ δεπενδενχε οφ τηε ρελεϖαντ χονσταντσ ον τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι. Τηε ποιντσ
τηατ ρεθυιρε α µορε χαρεφυλ ινσπεχτιον αρε τηοσε ινϖολϖινγ τηε Βακερ−Χαµπβελλ−
Ηαυσδορ⁄ φορµυλα (ηενχεφορτη, ΒΧΗ φορµυλα), σινχε τηισ ιδεντιτψ, ιν πρινχιπλε,
ινϖολϖεσ ιν�νιτελψ µανψ δεριϖατιϖεσ. Σο, ουρ νεξτ ρεµαρκ ισ δεϖοτεδ το ΒΧΗ
φορµυλα.
4. Ωε νεεδ τηε φολλοωινγ �νιτε ΒΧΗ φορµυλα ωιτη α ρεµαινδερ:
φορ ανψ 
0 β 
; γιϖεν τωο ποσιτιϖε ιντεγερσ κ0; ϕ0 τηερε εξιστ ρ0 > 0 ανδ

Χ > 0 συχη τηατ, ιφ ϕσϕ ; ϕτϕ < ρ0 τηεν

εξπ (σΞ) εξπ (τΨ ) (ξ) = εξπ

0
≅

Ξ

κ+ϕ�1;κ�κ0;ϕ�ϕ0

σκτϕΧκ;ϕ

1
Α (ξ)+Ο

�
σκ0+1

�
+Ο

�
τϕ0+1

�

(9.3)
φορ ανψ ξ 2 
0, ωηερε:
(ι) Χκ;ϕ δενοτεσ α �νιτε λινεαρ χοµβινατιον οφ χοµµυτατορσ οφ Ξ;Ψ , ωιτη

υνιϖερσαλ χοε′χιεντσ, ωηερε εϖερψ χοµµυτατορ χονταινσ κ τιµεσ Ξ ανδ ϕ τιµεσ
Ψ ;
(ιι) τηε ρεµαινδερσ σατισφψ τηε εστιµατεσ

��Ο
�
σκ0+1

��� � Χσκ0+1;
��Ο
�
τϕ0+1

��� � Χτϕ0+1
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ωηερε τηε χονσταντσ ρ0; Χ ονλψ δεπενδ ον α �νιτε νυµβερ οφ Χκ (
0) νορµσ οφ
τηε χοε′χιεντσ οφ Ξ;Ψ .
Αλτηουγη τηε αβοϖε φαχτ ισ προβαβλψ ωελλ κνοων, ωε ηαϖε νοτ βεεν αβλε

το �νδ α πρεχισε ρεφερενχε φορ τηε λαστ στατεµεντ αβουτ τηε δεπενδενχε οφ τηε
χονσταντσ ρ0 ανδ Χ: Ηοωεϖερ, ρεϖισινγ τηε προοφ οφ τηισ φορµυλα γιϖεν φορ ινστανχε
ιν [3], ονε χαν χηεχκ τηατ τηισ ισ αχτυαλλψ τηε χασε.
Τηε ιδεντιτψ (9.3) ισ αππλιεδ σεϖεραλ τιµεσ ιν ♣♣3−5 οφ Χηαπτερ ΙΙ οφ [43],

τακινγ ασ Ξ;Ψ συιταβλε χοµµυτατορσ οφ ουρ ϖεχτορ �ελδσ; τηανκσ το τηε αβοϖε
ρεµαρκ, τηε δεπενδενχε οφ τηε χονσταντσ σατισ�εσ αλσο ιν τηισ χασε τηε δεσιρεδ
χοντρολ.
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