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Χκ;�−ρεγυλαριτψ οφ σολυτιονσ το

θυασιλινεαρ εθυατιονσ στρυχτυρεδ ον

Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ�

Μαρχο Βραmαντι, Μαρια Στελλα Φανχιυλλο
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Αβστραχτ

Φορ α λινεαρ νονϖαριατιοναλ οπερατορ στρυχτυρεδ ον σmοοτη Ηρmαν−
δερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, ωιτη Ηλδερ χοντινυουσ χοε′χιεντσ, ωε προϖε α ρεγυ−
λαριτψ ρεσυλτ ιν τηε σχαλε οφ Χκ;�Ξ σπαχεσ. Wε δεδυχε αν αναλογουσ ρεγυλαριτψ
ρεσυλτ φορ νονϖαριατιοναλ δεγενερατε θυασιλινεαρ εθυατιονσ.

Ιντροδυχτιον

ΛετΞ1; Ξ2; :::; Ξθ βε α σψστεm οφ σmοοτη Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ ιν α βουνδεδ
σmοοτη δοmαιν 
 οφ Ρν, ωιτη θ < ν (σεε ♣1.1 φορ πρεχισε δε�νιτιονσ). Νονϖαρι−
ατιοναλ οπερατορσ οφ τηε κινδ

Λ =

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ)ΞιΞϕ +

θΞ

ι=1

βι (ξ)Ξι + χ (ξ) ;

ωιτη φαιϕγ ρεαλ σψmmετριχ υνιφορmλψ ποσιτιϖε mατριξ, ηαϖε βεεν στυδιεδ βψ σεϖ−
εραλ αυτηορσ, εσταβλισηινγ ιν παρτιχυλαρ λοχαλ α πριορι εστιmατεσ ον ΞιΞϕυ ιν
Ηλδερ ορ Λπ σπαχεσ, ιν τερmσ οφ Λυ ανδ υ; ανδ ασσυmινγ τηε χοε′χιεντσ αιϕ
βουνδεδ ανδ, ρεσπεχτιϖελψ, Ηλδερ χοντινυουσ ορ ςΜΟ: σεε [1], [3] φορ Λπ εσ−
τιmατεσ ανδ [2], [3], [4] φορ Σχηαυδερ εστιmατεσ. Ιν παρτιχυλαρ, ιν [2] εϖολυτιον
οπερατορσ οφ τηε κινδ

Η = ≅τ �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (τ; ξ)ΞιΞϕ +

θΞ

ι=1

βι (τ; ξ)Ξι + χ (τ; ξ)

ηαϖε βεεν στυδιεδ, ανδ λοχαλ α πριορι Σχηαυδερ εστιmατεσ οφ τηε φολλοωινγ κινδ
ηαϖε βεεν προϖεδ: ιφ αιϕ ; βι; χ 2 Χκ;� (Υ) φορ σοmε ιντεγερ κ > 0 ανδ σοmε

�2000 ΑΜΣ Χλασσι�χατιον: Πριmαρψ 35Η20. Σεχονδαρψ: 35ϑ62, 35Β65, 42Β20. Κεψ−ωορδσ:
Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, θυασιλινεαρ εθυατιονσ, Χκ;� ρεγυλαριτψ.
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� 2 (0; 1) ; τηεν φορ εϖερψ δοmαιν Υ 0 β Υ , υ 2 Χκ+2;�λοχ (Υ) ωιτη Ηυ 2 Χκ;� (Υ) ;

κυκΧκ+2;�(Υ 0) 6 χ
ν
κΗυκΧκ;�(Υ) + κυκΛ1(Υ)

ο
:

Ηερε τηε Ηλδερ σπαχεσ Χκ;� αρε τηοσε δε�νεδ βψ mεανσ οφ δεριϖατιϖεσ ωιτη
ρεσπεχτ το τηε Ξι�σ ανδ τηε διστανχε ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ (mορε πρεχισελψ,
τηε παραβολιχ ϖερσιον οφ τηεσε σπαχεσ, ωιτη τηε τιmε δεριϖατιϖε ωειγητινγ ασ α
σεχονδ ορδερ δεριϖατιϖε, σεε ♣1.1 ανδ ♣4 φορ πρεχισε δε�νιτιονσ).

Νοτε τηατ τηε πρεϖιουσ εστιmατε ασσυmεσ α πριορι τηατ υ 2 Χκ+2;�λοχ (Υ). Α
mορε συβτλε προβλεm ισ τηατ οφ προϖινγ α ρεγυλαριτψ ρεσυλτ οφ τηε κινδ: ιφ υ 2
Χ2;� (Υ) σολϖεσ Ηυ = φ ανδ αιϕ ; βι; χ; φ 2 Χ

κ;� (Υ) τηεν αχτυαλλψ υ 2 Χκ+2;�λοχ (Υ)
(ανδ τηερεφορε τηε αβοϖε α πριορι εστιmατε ηολδσ). Ιν [2] τηισ ρεγυλαριτψ ρεσυλτ ισ
αχτυαλλψ προϖεδ, αππλψινγ τηε χλασσιχαλ στρατεγψ οφ ρεγυλαριζινγ τηε χοε′χιεντσ
ανδ δατα οφ τηε εθυατιον, σολϖινγ τηε ρεγυλαριζεδ Dιριχηλετ προβλεm ανδ εξπλοιτ−
ινγ τηε α πριορι εστιmατε το βυιλδ α σεθυενχε οφ σmοοτη φυνχτιονσ χονϖεργινγ ιν
Χ
κ+2;�
λοχ (Υ) το τηε σολυτιον οφ Ηυ = φ . Ηοωεϖερ, υσινγ τηισ αππροαχη ιν [2] τηε
βουνδεδνεσσ οφ τηε αππροξιmατινγ σεθυενχε ισ προϖεδ ονλψ φορ κ εϖεν, ηενχε
τηε ρεγυλαριτψ ρεσυλτ ηασ βεεν προϖεδ σο φαρ ονλψ φορ κ εϖεν. Ιν τηε πρεσεντ
παπερ, εξπλοιτινγ τηε α πριορι εστιmατεσ προϖεδ ιν [2], ωε �νδ α δι¤ερεντ ωαψ
οφ προϖινγ α ρεγυλαριτψ ρεσυλτ ωηιχη ηολδσ φορ αλλ κ (σεε Τηεορεm 2.1), βασεδ
ον τηε Βαναχη−Χαχχιοππολι �ξεδ ποιντ τηεορεm. Τηε αβοϖε ρεσυλτ ανδ α σταν−
δαρδ βοοτστραπ αργυmεντ εναβλε υσ το προϖε α Σχηαυδερ ρεγυλαριτψ ρεσυλτ φορ
θυασιλινεαρ εθυατιονσ οφ τηε κινδ

Θυ �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ; υ;Ξυ)ΞιΞϕυ+ β (ξ; υ;Ξυ) = 0;

ωιτη φαιϕγ υνιφορmλψ ποσιτιϖε, χονχλυδινγ τηατ, ιν παρτιχυλαρ, ανψ Χ
2;� (
) σολυ−

τιον το Θυ = 0 ισ σmοοτη ασ σοον ασ αιϕ ; β αρε σmοοτη (σεε Τηεορεm 3.1). Φιναλλψ,
ιν ϖιεω οφ τηε ρεσυλτσ ιν [2], βοτη τηε λινεαρ ανδ τηε θυασιλινεαρ ρεγυλαριτψ ρεσυλτσ
δεσχριβεδ αβοϖε χαν βε εασιλψ εξτενδεδ το εϖολυτιον οπερατορσ ≅τ � Λ, ≅τ � Θ
(σεε Τηεορεmσ 4.1, 4.2). Αχτυαλλψ, ωε ηαϖε ωριττεν ουρ προοφσ ιν τηε στατιοναρψ
χασε ϕυστ το σιmπλιφψ νοτατιον.
Wε mεντιον τηατ ιν τηε παπερ [7] τηισ ρεγυλαριτψ ρεσυλτ ισ αλσο στατεδ, βυτ

τηε Αυτηορ mακεσ αν εξτρα ασσυmπτιον ον τηε στρυχτυρε οφ τηε Ξι�σ (ωηιχη δοεσ
νοτ χοϖερ γενεραλ Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ) ανδ ηε αχτυαλλψ προϖεσ ονλψ λοχαλ
α πριορι εστιmατεσ, νοτ α ρεγυλαριτψ ρεσυλτ.
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1 Πρελιmιναριεσ ανδ κνοων ρεσυλτσ

1.1 Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ, χοντρολ διστανχε ανδ Ηλδερ
σπαχεσ

Λετ Ξ1; : : : ; Ξθ βε α σψστεm οφ ρεαλ σmοοτη ϖεχτορ �ελδσ,

Ξι =
νΞ

ϕ=1

βιϕ (ξ) ≅ξϕ ; ι = 1; 2; :::; θ

(θ < ν) δε�νεδ ιν σοmε βουνδεδ, οπεν ανδ χοννεχτεδ συβσετ 
0 οφ Ρ
ν. Φορ ανψ

mυλτιινδεξ
Ι = (ι1; ι2; :::; ικ); 1 � ιϕ � θ

ωε σετ:
Ξ[Ι] =

�
Ξι1 ;

�
Ξι2 ; : : :

�
Ξικ�1 ; Ξικ

�
: : :
��
;

ωηερε [Ξ;Ψ ] = ΞΨ � Ψ Ξ φορ ανψ χουπλε οφ ϖεχτορ �ελδσ Ξ;Ψ . Wε ωιλλ σαψ
τηατ Ξ[Ι] ισ α χοmmυτατορ οφ λενγτη ϕΙϕ = κ: Ασ υσυαλ, Ξι χαν βε σεεν ειτηερ
ασ α δι¤ερεντιαλ οπερατορ ορ ασ α ϖεχτορ �ελδ. Wε ωιλλ ωριτε Ξιφ το δενοτε τηε
δι¤ερεντιαλ οπερατορ Ξι αχτινγ ον α φυνχτιον φ , ανδ (Ξι)ξ το δενοτε τηε ϖεχτορ
�ελδ Ξι εϖαλυατεδ ατ τηε ποιντ ξ 2 
0. Wε σηαλλ σαψ τηατ Ξ1; : : : ; Ξθ σατισφψ
Ηρmανδερ�σ χονδιτιον οφ στεπ σ ιν 
0 ιφ τηεσε ϖεχτορ �ελδσ, τογετηερ ωιτη τηειρ
χοmmυτατορσ οφ λενγτη � σ, σπαν τηε τανγεντ σπαχε ατ εϖερψ ποιντ ξ 2 
0.
Ονε χαν νοω δε�νε τηε χοντρολ διστανχε ινδυχεδ βψ τηεσε ϖεχτορ �ελδσ, ασ ιν

[5]:

Dε�νιτιον 1.1 Φορ ανψ � > 0, λετ Χ (�) βε τηε χλασσ οφ αβσολυτελψ χοντινυουσ
mαππινγσ ∋ : [0; 1]! 
0 ωηιχη σατισφψ

∋0(τ) =

θΞ

ι=1

�ι(τ) (Ξι)∋(τ) α.ε. τ 2 (0; 1)

ωιτη ϕ�ϕ(τ)ϕ � � φορ ϕ = 1; :::; θ. Wε δε�νε

δΞ(ξ; ψ) = ινφ φ� : 9∋ 2 Χ (�) ωιτη ∋ (0) = ξ; ∋ (1) = ψγ :

Νοτε τηατ τηε �νιτενεσσ οφ δΞ (ξ; ψ) φορ ανψ τωο ποιντσ ξ; ψ 2 
0 ισ νοτ α
τριϖιαλ φαχτ, βυτ δεπενδσ ον α χοννεχτιϖιτψ ρεσυλτ (�Χηοω�σ τηεορεm�); mορεοϖερ,
ιτ χαν βε προϖεδ τηατ δΞ ισ α διστανχε. Ιτ ισ αλσο ωελλ−κνοων τηατ τηισ διστανχε
ισ τοπολογιχαλλψ εθυιϖαλεντ το τηε Ευχλιδεαν ονε (σεε [5] φορ αλλ τηεσε φαχτσ).
Νοω, λετ 
 � 
0 βε ανοτηερ �ξεδ δοmαιν. Φορ ανψ ξ 2 
, ωε σετ

Βρ (ξ) = φψ 2 
0 : δΞ (ξ; ψ) < ργ :

Λετ υσ δε�νε σεϖεραλ τψπεσ οφ Ηλδερ σπαχεσ τηατ ωε ωιλλ νεεδ ιν τηε φολλοωινγ:
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Dε�νιτιον 1.2 Φορ ανψ � 2 (0; 1) ; υ : 
! Ρ, λετ:

ϕυϕΧ�
Ξ
(
) = συπ

�
ϕυ (ξ)� υ (ψ)ϕ

δΞ (ξ; ψ)
� : ξ; ψ 2 
; ξ 6= ψ

�
;

κυκΧ�
Ξ
(
) = ϕυϕΧ�(
) + κυκΛ1(
) ;

Χ�Ξ (
) =
ν
υ : 
! Ρ : κυκΧ�(
) <1

ο
:

Αλσο, φορ ανψ ποσιτιϖε ιντεγερ κ, λετ

Χ
κ;�
Ξ (
) =

ν
υ : 
! Ρ : κυκΧκ;�(
) <1

ο
;

ωιτη

κυκΧκ;�

Ξ
(
) =

κΞ

λ=1

θΞ

ϕι=1

κΞϕ1 : : : ΞϕλυκΧ�(
) + κυκΧ�(
) :

Wε ωιλλ σετ Χ�Ξ;0 (
) ανδ Χ
κ;�
Ξ;0 (
) φορ τηε συβσπαχεσ οφ Χ

�
Ξ (
) ανδ Χ

κ;�
Ξ (
)

οφ φυνχτιονσ ωηιχη αρε χοmπαχτλψ συππορτεδ ιν 
, ανδ Χκ;�Ξ;λοχ (
) φορ τηε σπαχε

οφ φυνχτιονσ βελονγινγ το Χκ;�Ξ (
0) φορ εϖερψ 
0 β 
.

Φιναλλψ, ωε ωιλλ ωριτε Χκ;�Ξ;� (
) το δενοτε τηε συβσπαχε οφ Χ
κ;�
Ξ (
) χονσιστινγ

οφ φυνχτιονσ υ συχη τηατ βοτη υ ανδ αλλ τηε δεριϖατιϖεσ Ξι1Ξι2 :::Ξιλυ (λ � κ)
ϖανιση ον ≅
:

Προποσιτιον 1.3 Τηε σπαχεσ Χκ;�Ξ;� (
) αρε χοmπλετε. Μορεοϖερ, ιφ υ 2 Χ
κ;�
Ξ;� (Βρ (ξ0))

ανδ Ρ > ρ φορ σοmε ΒΡ (ξ0) � 
; τηεν

υ (ξ) =

�
υ (ξ) ιν Βρ (ξ0)
0 ιν ΒΡ (ξ0) νΒρ (ξ0)

βελονγσ το Χκ;�Ξ;0 (ΒΡ (ξ0)) :

Προοφ. Wε λεαϖε το τηε ρεαδερ το χηεχκ τηε χοmπλετενεσσ οφ τηεσε σπαχεσ. Λετ
υσ προϖε τηε σεχονδ ασσερτιον φορ κ = 0, σινχε τηε σαmε αργυmεντ αππλιεσ το τηε
δεριϖατιϖεσ. Ιτ ισ ενουγη το χηεχκ τηατ

ϕυ (ξ)� υ (ψ)ϕ � χδΞ (ξ; ψ)
�
φορ ανψ ξ 2 Βρ (ξ0) ; ψ 2 ΒΡ (ξ0) νΒρ (ξ0) ;

τηε οτηερ χασεσ βεινγ οβϖιουσ. Βψ δε�νιτιον οφ δΞ , φορ ανψ �ξεδ ∀ > 0, ωε χαν
πιχκ α χυρϖε 
 : [0; 1]! 
 συχη τηατ


 (0) = ξ; 
 (1) = ψ


0 (τ) =

θΞ

ι=1

�ι (τ) (Ξι)
(τ) ωιτη ϕ�ι (τ)ϕ � δΞ (ξ; ψ) + ∀:

Σινχε δΞ (ξ0; 
 (0)) < ρ ανδ δΞ (ξ0; 
 (1)) > ρ; τηερε εξιστσ α ποιντ ζ = 

�
τ
�

συχη τηατ δ (ξ0; ζ) = ρ ανδ υ (ζ) = 0. Τηεν

ϕυ (ξ)� υ (ψ)ϕ = ϕυ (ξ)ϕ = ϕυ (ξ)� υ (ζ)ϕ

� ϕυϕΧ� δΞ (ξ; ζ)
�
� ϕυϕΧ� (δΞ (ξ; ψ) + ∀)

�
:
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Σινχε τηισ ισ τρυε φορ εϖερψ ∀ > 0; ωε αρε δονε.
Τηε φολλοωινγ εασψ προπερτιεσ οφ ουρ φυνχτιον σπαχεσ ωιλλ βε υσεφυλ:

Προποσιτιον 1.4 (Σεε [2, Προποσιτιον 4.2], αλσο [3, Προπ.3.27]) Λετ ΒΡ (ξ) �

, τηεν
(ι) Φορ ανψ φ 2 Χ1Ξ;0 (ΒΡ (ξ)), ονε ηασ

ϕφ(ξ)� φ(ψ)ϕ � δΞ (ξ; ψ)

θΞ

ι=1

συπ
ΒΡ(ξ)

ϕΞιφ ϕ (1.1)

φορ ανψ ξ; ψ 2 ΒΡ (ξ).
(ιι) Φορ ανψ χουπλε οφ φυνχτιονσ φ; γ 2 Χ�Ξ (ΒΡ (ξ)), ονε ηασ

ϕφγϕΧ�
Ξ
(ΒΡ(ξ))

� ϕφ ϕΧ�
Ξ
(ΒΡ(ξ))

κγκΛ1(ΒΡ(ξ))
+ ϕγϕΧ�

Ξ
(ΒΡ(ξ))

κφκΛ1(ΒΡ(ξ))

ανδ
κφγκΧ�

Ξ
(ΒΡ(ξ))

� 2 κφκΧ�
Ξ
(ΒΡ(ξ))

κγκΧ�
Ξ
(ΒΡ(ξ))

: (1.2)

1.2 Λιφτεδ ϖεχτορ �ελδσ ανδ ιντεγραλ οπερατορσ

Τηρουγηουτ τηε παπερ ωε ωιλλ mακε υσε οφ σοmε ρεσυλτσ ανδ τεχηνιθυεσ οριγιναλλψ
ιντροδυχεδ βψ Ροτησχηιλδ−Στειν [6] ανδ τηεν αδαπτεδ το νονϖαριατιοναλ οπερατορσ
ιν [1], [2], [3]. Ηοωεϖερ, ιν ορδερ το υνδερστανδ τηε προοφσ ιν τηε πρεσεντ παπερ,
ιτ ισ νοτ νεχεσσαρψ φορ τηε ρεαδερ το κνοω ιν δεταιλ αλλ τηε βαχκγρουνδ ωηιχη ισ
ιmπλιχιτλψ ινϖολϖεδ ηερε. Τηερεφορε, το ρεδυχε τηε λενγτη οφ τηισ παπερ ωε ωιλλ
χοντεντ ουρσελϖεσ οφ ποιντινγ ουτ τηε φαχτσ ωηιχη ωιλλ βε εξπλιχιτλψ υσεδ, γιϖινγ
το τηε ιντερεστεδ ρεαδερ αλλ τηε ρελεϖαντ ρεφερενχεσ.
Φιρστ οφ αλλ, mυχη οφ τηε προοφ οφ ουρ mαιν ρεσυλτσ λιϖεσ ιν τηε σπαχε οφ

�λιφτεδ ϖαριαβλεσ�, ασ ιν [6]. Τηισ βασιχαλλψ mεανσ ωηατ φολλοωσ. Φορ εϖερψ ποιντ
ξ 2 
 τηερε εξιστσ α νειγηβορηοοδ ΒΡ (ξ) � 
 ανδ, ιν τερmσ οφ νεω ϖαριαβλεσ,
ην+1; : : : ; ηΝ , τηερε εξιστ σmοοτη φυνχτιονσ �ιλ(ξ; η) (1 � ι � θ; ν+ 1 � λ � Ν)

δε�νεδ ιν α νειγηβορηοοδ εΥ οφ � = (ξ; 0) 2 ΡΝ συχη τηατ τηε ϖεχτορ �ελδσ εΞι
γιϖεν βψ

εΞι = Ξι +
ΝΞ

λ=ν+1

�ιλ(ξ; η)
≅

≅ηλ
; ι = 1; : : : ; θ

στιλλ σατισφψ Ηρmανδερ�σ χονδιτιον οφ στεπ σ ιν εΥ ανδ ποσσεσσεσ φυρτηερ προπερ−
τιεσ, σοmε οφ ωηιχη ωε αρε γοινγ το ρεχαλλ.
Λετ υσ �ρστ �ξ σοmε νοτατιον. Wε ωιλλ δενοτε βψ δ εΞ τηε χοντρολ διστανχε

ινδυχεδ βψ τηε ϖεχτορ �ελδσ εΞι ιν εΥ , βψ εΒΡ
�
�
�
τηε χορρεσπονδινγ βαλλσ, ανδ ωε

ωιλλ δενοτε βψ Χ�
εΞ

�
εΒΡ
�
�
��
, Χκ;�

εΞ

�
εΒΡ
�
�
��
, Χ�

εΞ;0

�
εΒΡ
�
�
��
ανδ Χκ;�

εΞ;0

�
εΒΡ
�
�
��

τηε φυνχτιον σπαχεσ οϖερ εΒΡ
�
�
�
δε�νεδ βψ τηε εΞι�σ ασ ιν ♣1.1.

Τηε φολλοωινγ ρελατιον βετωεεν τηε σπαχεσ Χ�Ξ (ΒΡ (ξ)) ανδ Χ
�
εΞ

�
εΒΡ
�
�
��
ισ

χρυχιαλ φορ υσ:
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Προποσιτιον 1.5 (Σεε [2, Προπ. 8.3], [3, Προπ. 3.28]) Λετ εΒρ
�
�
�
βε α λιφτεδ

βαλλ, ωιτη � = (ξ; 0). Ιφ φ ισ α φυνχτιον δε�νεδ ιν Β2ρ (ξ) ανδ εφ (ξ; η) = φ (ξ)

ισ ρεγαρδεδ ασ α φυνχτιον δε�νεδ ον εΒρ
�
�
�
, τηεν τηε φολλοωινγ ινεθυαλιτιεσ ηολδ

τρυε ��� εφ
���
Χ�
φΞ
( εΒρ(�))

6 ϕφ ϕΧ�
Ξ
(Βρ(ξ))

6 χ
��� εφ
���
Χ�
φΞ
( εΒ2ρ(�))

:

Μορεοϖερ,

��� εΞι1 εΞι2 ::: εΞικ εφ
���
Χ�
φΞ
( εΒρ(�))

6 ϕΞι1 :::Ξικφ ϕΧ�
Ξ
(Βρ(ξ))

6 χ
��� εΞι1 ::: εΞικ εφ

���
Χ�
φΞ
( εΒ2ρ(�))

φορ ιϕ = 1; 2; :::; θ:

Τηε mαιν τοολ το προϖε α πριορι εστιmατεσ (ιν [6], [1], [2], [3]) ισ τηε χοmβι−
νατιον οφ σοmε αβστραχτ τηεορψ οφ σινγυλαρ ιντεγραλσ ωιτη σοmε ρεπρεσεντατιον
φορmυλασ φορ τηε σεχονδ ορδερ δεριϖατιϖεσ εΞι εΞϕυ οφ ανψ τεστ φυνχτιον βψ mεανσ
οφ συιταβλε ιντεγραλ οπερατορσ. Τηε ρεασον ωηψ τηισ ισ περφορmεδ ιν τηε σπαχεσ
οφ λιφτεδ ϖαριαβλεσ ισ τηατ τηισ αλλοωσ το mακε υσε οφ σινγυλαρ ιντεγραλ οπερατορσ
ωιτη βεττερ προπερτιεσ. Τηε κεψ νοτιον ηερε ισ τηατ οφ φροζεν οπερατορ οφ τψπε
ζερο οϖερ α βαλλ εΒΡ (�0), �ρστ ιντροδυχεδ ιν [1] αδαπτινγ τηε νοτιον οφ οπερα−
τορ οφ τψπε ζερο γιϖεν ιν [6]. Wε ωιλλ νοτ ρεχαλλ τηε δε�νιτιον οφ τηισ χονχεπτ
(σεε [2, Dε�νιτιον 6.3]) βεχαυσε ιτ ινϖολϖεσ σεϖεραλ οτηερ νοτιονσ τηατ ωε ωιλλ
νοτ υσε εξπλιχιτλψ. Ιτ ισ ενουγη το σαψ τηατ α φροζεν οπερατορ οφ τψπε ζερο οϖερ
εΒΡ
�
�
�
ισ αν ιντεγραλ οπερατορ Τ (�0) (δεπενδινγ ον σοmε ποιντ �0 2 εΒΡ

�
�
�
λικε

α παραmετερ), ανδ τηατ τηε φολλοωινγ τωο ρεσυλτσ ηολδ:

Τηεορεm 1.6 (σεε [2, Τηm.6.6], σεε αλσο [3, Τηm.5.1]). Τηερε εξιστσ ΧΡ > 0
δεπενδινγ ον Ρ;
 ανδ τηε ϖεχτορ �ελδσ Ξι (βυτ νοτ ον �0) συχη τηατ φορ εϖερψ

ρ � Ρ; φ 2 Χ�Ξ;0

�
εΒρ
�
�
��
;

κΤ (�0) φκΧ�
Ξ( εΒρ(�)) � ΧΡ κφκΧ�

Ξ( εΒρ(�)) :

Τηεορεm 1.7 Φορ ανψ κ = 1; 2; :::; θ τηερε εξιστ θ + 1 φροζεν οπερατορσ οφ τψπε

ζερο οϖερ εΒΡ
�
�
�
, Τ κη (�0) φορ κ = 0; 1; 2; :::; θ; συχη τηατ φορ ανψ φ 2 Χ

1
Ξ

�
εΒρ
�
�
��

ονε ηασ:

εΞκΤ (�0) φ =
θΞ

η=1

Τ κη (�0) εΞηφ + Τ 0κ (�0) φ

Προοφ οφ Τηεορεm 1.7. Ιν [2, Προπ.6.9] αν αναλογουσ φορmυλα ισ στατεδ φορ
Τ (�0) ; Τ

κ
η (�0) φροζεν οπερατορσ οφ τψπε ονε. Εξπλοιτινγ τηε φαχτ τηατ ανψ φροζεν

οπερατορ οφ τψπε ζερο ινϖολϖεδ ιν ουρ αργυmεντ ισ αχτυαλλψ οφ τηε κινδ εΞιΣ (�0)
ωιτη Σ (�0) φροζεν οπερατορ οφ τψπε ονε, ανδ ϖιχεϖερσα φορ εϖερψ φροζεν οπερατορ

οφ τψπε ονε Σ (�0) τηε δεριϖατιϖε εΞιΣ (�0) ισ α φροζεν οπερατορ οφ τψπε ζερο, ωε
χαν ωριτε (δενοτινγ φροζεν οπερατορσ οφ τψπε ζερο ορ ονε ωιτη τηε λεττερσ Τ; Σ;
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ρεσπεχτιϖελψ):

εΞκΤ (�0) φ = εΞκ εΞιΣ (�0) φ = εΞκ

 
θΞ

η=1

Σιη (�0) εΞηφ + Σ0κ (�0) φ
!

=

θΞ

η=1

Τ κη (�0) εΞηφ + Τ 0κ (�0) φ;

ωηιχη γιϖεσ τηε ασσερτιον.

2 Τηε λινεαρ ρεγυλαριτψ τηεορψ

Λετ υσ χονσιδερ τηε λινεαρ οπερατορ

Λ =

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ)ΞιΞϕ +

θΞ

ι=1

βι (ξ)Ξι + χ (ξ)

ωηερε:
Ξ1; Ξ2; :::; Ξθ αρε α σψστεm οφ Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ ιν α νειγηβορηοοδ


0 οφ σοmε βουνδεδ δοmαιν 
 � Ρ
ν, ασ δεσχριβεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ ♣ 1.1;

αιϕ ; βι; χ 2 Χ
�
Ξ (
) φορ σοmε � 2 (0; 1), αιϕ = αϕι σατισφψινγ φορ σοmε χονσταντ

� > 0 τηε χονδιτιον

�ϕ�ϕ2 �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ) �ι�ϕ � �
�1ϕ�ϕ2 8� 2 Ρθ; ξ 2 
: (2.1)

Τηε αιm οφ τηισ σεχτιον ισ το προϖε τηε φολλοωινγ ρεσυλτ:

Τηεορεm 2.1 Υνδερ τηε αβοϖε ασσυmπτιονσ, λετ υ 2 Χ2;�Ξ (
) σατισφψ τηε εθυα−
τιον

Λυ = φ ιν 


ανδ ασσυmε τηατ φορ σοmε ιντεγερ κ = 1; 2; 3; :::ωε ηαϖε:

αιϕ ; βι; χ; φ;2 Χ
κ;�
Ξ (
) :

Τηεν
υ 2 Χκ+2;�Ξ;λοχ (
) :

Ιν παρτιχυλαρ, ιφ
αιϕ ; βι; χ; φ;2 Χ

1 (
)

τηεν
υ 2 Χ1 (
) :

Ιν ϖιρτυε οφ τηε ρεσυλτσ ιν [2], τηε ρεγυλαριτψ υ 2 Χκ+2;�Ξ;λοχ (
) αλσο ιmπλιεσ τηε
ϖαλιδιτψ οφ λοχαλ α πριορι εστιmατεσ

κυκΧκ+2;�

Ξ
(
0) 6 χ

ν
κΛυκΧκ;�

Ξ
(
) + κυκΛ1(
)

ο

φορ ανψ 
0 β 
, ωιτη χονσταντ χ ινδεπενδεντ οφ υ.
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Ρεmαρκ 2.2 Χλεαρλψ, ιτ ισ ενουγη το προϖε τηε τηεορεm φορ βι = χ = 0, βεχαυσε
ασσυmινγ τηισ ωε χαν προχεεδ ασ φολλοωσ: λετ υ 2 Χ2;�Ξ (
) σατισφψ τηε εθυατιον

Λυ = φ ιν 


ανδ ασσυmε τηατ
αιϕ ; βι; χ; φ;2 Χ

1;�
Ξ (
) :

Τηεν

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ)ΞιΞϕυ = φ �

θΞ

ι=1

βι (ξ)Ξιυ� χ (ξ)υ � εφ 2 Χ1;�Ξ (
)

ανδ βψ τηε ρεσυλτ τηατ ωε συπποσε αλρεαδψ προϖεδ φορ τηε πρινχιπαλ παρτ οπερατορ
ωε χονχλυδε υ 2 Χ3;�Ξ;λοχ (
). Ιτερατινγ τηισ αργυmεντ γιϖεσ τηε γενεραλ ρεσυλτ φορ
ανψ κ. Ηενχε, ωε νεεδ το προϖε Τηεορεm 2.1 ονλψ φορ βι = χ = 0:

Νοω, �ξ ξ0 2 
 ανδ α σmαλλ βαλλ ΒΡ (ξ0) � 
 ωηερε τηε λιφτινγ προχεδυρε ισ

αππλιχαβλε. Λετ �0 = (ξ0; 0) ; � = (ξ; η), ανδ δε�νε, φορ � 2 εΒΡ (�0) ;

εαιϕ (�) = αιϕ (ξ)

εΛυ (�) =
θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�) εΞι εΞϕυ (�) :

Νεξτ, λετ υσ φρεεζε τηε χοε′χιεντσ εαιϕ ατ �0; ανδ λετ

εΛ0υ (�) =
θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�0) εΞι εΞϕυ (�)

Φορ τηισ φροζεν λιφτεδ οπερατορ τηε φολλοωινγ ρεπρεσεντατιον φορmυλα ηολδσ
τρυε:

Τηεορεm 2.3 (Ρεπρεσεντατιον οφ εΞm εΞλυ βψ φροζεν οπερατορσ) ([2, π.211])
Γιϖεν α 2 Χ10

�
εΒΡ (�0)

�
, τηερε εξιστ φροζεν οπερατορσ Τλm (�0) οϖερ τηε βαλλ

εΒΡ (�0) (m; λ = 1; 2; :::; θ), συχη τηατ φορ ανψ υ 2 Χ2;�Ξ;0
�
εΒΡ (�0)

�

εΞm εΞλ (αυ) = Τλm (�0) εΛ0υ+
θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�0)
(

θΞ

κ=1

Τ
ιϕ
λm;κ (�0)

εΞκυ+ Τ ιϕλm (�0)υ
)
:

Αλσο,

εΞm εΞλ (αυ) = Τλm (�0) εΛυ+ Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞι εΞϕυ

1
Α+

+

θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�0)
(

θΞ

κ=1

Τ
ιϕ
λm;κ (�0)

εΞκυ+ Τ ιϕλm (�0)υ
)
:
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Ιν ορδερ το mακε mορε ρεαδαβλε τηε πρεϖιουσ φορmυλασ, λετ υσ δε�νε:

ΤΑλm;κ (�0) =

θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�0)Τ ιϕλm;κ (�0)

ΤΑλm (�0) =

θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ (�0)Τ ιϕλm (�0)

ηενχε

εΞm εΞλ (αυ) = Τλm (�0) εΛυ+ Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞι εΞϕυ

1
Α (2.2)

+

θΞ

κ=1

ΤΑλm;κ (�0) εΞκυ+ ΤΑλm (�0)υ:

Ρεmαρκ 2.4 Wε νοτε τηατ βψ Τηεορεm 1.6, τηε οπερατορσ ΤΑλm;κ (�0) ; Τ
Α
λm (�0)

σατισφψ τηε εστιmατε:


ΤΑ::: (�0) φ




Χ�( εΒρ(�0))

� ΧΡ;� κφκΧ�( εΒρ(�0)) (2.3)

φορ ανψ φ 2 Χ�Ξ;0

�
εΒρ (�0)

�
, ωηερε νοω τηε χονσταντ ΧΡ;� αλσο δεπενδσ ον τηε

νυmβερ � ιν (2.1).

Wε αρε γοινγ το σεε (2.2) ασ αν ιδεντιτψ ινϖολϖινγ α συιταβλε ιντεγραλ οπερατορ,
το ωηιχη αππλψ τηε Βαναχη−Χαχχιοππολι �ξεδ ποιντ τηεορεm. Το τηισ αιm, φορ α

�ξεδ ϖ 2 Χ2;�Ξ;0

�
εΒ (�0; Ρ)

�
λετ

Γλ;m = Τλm (�0) εΛϖ +
θΞ

κ=1

ΤΑλm;κ (�0) εΞκϖ + ΤΑλm (�0) ϖ (2.4)

ηενχε βψ (2.3)

Γλ;m 2 Χ
�
Ξ

�
εΒ (�0; Ρ)

�

ανδ

εΞm εΞλ (αϖ) = Γλ;m + Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞι εΞϕϖ

1
Α :

Νοω, φορ α νυmβερ ρ < Ρ το βε �ξεδ λατερ, πιχκ ανοτηερ � 2 Χ10

�
εΒρ (�0)

�
συχη

τηατ � = 1 ιν εΒρ=2 (�0), ανδ ωριτε

� εΞm εΞλ (αϖ) = �Γλ;m + �Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞι εΞϕϖ

1
Α : (2.5)
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Νοω, φορ ανψ Φ = (Φιϕ)
θ
ι;ϕ=1 2

�
Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ
; λετ υσ δε�νε τηε οπερατορ

Τ (Φ ) = �Γλ;m + �Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α :

Τηεορεm 2.5 Φορ ρ > 0 σmαλλ ενουγη, τηε οπερατορ Τ ισ α χοντραχτιον οφ�
Χ�Ξ;� (Βρ (�0))

�θ�θ
ιν ιτσελφ.

Προοφ. Σινχε Φιϕ 2 Χ
�
�

�
εΒρ (�0)

�
, Φιϕ χαν βε εξτενδεδ το ζερο ιν εΒΡ (�0), ηενχε

(σεε Προποσιτιον 1.3)

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ 2 Χ�Ξ;0
�
εΒΡ (�0)

�
;

ανδ βψ Τηεορεm 1.6,

Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α 2 Χ�Ξ

�
εΒΡ (�0)

�

ανδ

�Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α 2 Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
:

Σινχε αλσο Γλ;m 2 Χ�Ξ

�
εΒΡ (�0)

�
ανδ �Γλ;m 2 Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
, ωε χονχλυδε

τηατ Τ mαπσ
�
Χ�Ξ;� (Βρ (�0))

�θ�θ
ιν ιτσελφ. Ιν ορδερ το σηοω τηατ Τ ισ α χον−

τραχτιον, λετ Φ (1); Φ (2) 2
�
Χ�Ξ;� (Βρ (�0))

�θ�θ
. Wε ηαϖε, βψ Τηεορεm 1.6 ανδ

(1.2):



Τ Φ (1) � Τ Φ (2)





(Χ�

Ξ( εΒρ(�0)))
θ�θ

�

θΞ

λ;m=1








�Τλm (�0)

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]
�
Φ
(1)
ιϕ � Φ

(2)
ιϕ

�







Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

�

θΞ

λ;m=1

θΞ

ι;ϕ=1

χ



[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]

�
Φ
(1)
ιϕ � Φ

(2)
ιϕ

�



Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

� χ! (ρ)



Φ (1) � Φ (2)





(Χ�

Ξ( εΒρ(�0)))
θ�θ

ωιτη
! (ρ) = συπ

ι;ϕ=1;2;:::;θ
ϕεαιϕ ϕΧ�

Ξ( εΒΡ(�9)) ρ
�

Ηενχε φορ ρ σmαλλ ενουγη Τ ισ α χοντραχτιον οφ
�
Χ�Ξ;� (Βρ (�0))

�θ�θ
ιν ιτσελφ.

Νεξτ, ωε νεεδ τηε φολλοωινγ σιmιλαρ ρεσυλτ:
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Τηεορεm 2.6 Ιφ ϖ 2 Χ2;�Ξ;0

�
εΒ (�0; Ρ)

�
, εαιϕ ; εΛϖ 2 Χ1;�Ξ

�
εΒΡ (�0)

�
ανδ ρ ισ σmαλλ

ενουγη, τηε οπερατορ Τ ισ αλσο α χοντραχτιον οφ
�
Χ
1;�
Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ
ιν ιτσελφ.

Προοφ. Wε αλρεαδψ κνοω τηατ

�Γλ;m = �Τλm (�0) εΛϖ +
θΞ

κ=1

�ΤΑλm;κ (�0) εΞκϖ + �ΤΑλm (�0) ϖ 2 Χ�Ξ;0
�
εΒρ (�0)

�
:

Το σηοω τηατ αλσο εΞη (�Γλ;m) 2 Χ�Ξ;�
�
εΒρ (�0)

�
, λετ υσ χοmπυτε

εΞη (�Γλ;m) =
�
εΞη�

�
Γλ;m + �

ν
εΞηΤλm (�0) εΛϖ+

+

θΞ

κ=1

εΞηΤΑλm;κ (�0) εΞκϖ + εΞηΤΑλm (�0) ϖ
)

εξπλοιτινγ Τηεορεm 1.7

=
�
εΞη�

�
Γλ;m + �

( 
θΞ

σ=1

Τ σλm (�0) εΞσ + Τ 0λm (�0)
!
εΛϖ+

+

θΞ

κ=1

 
θΞ

σ=1

Τ
Α;σ
λm;κ (�0)

εΞσ + ΤΑ;0λm;κ (�0)

!
εΞκϖ

+

 
θΞ

σ=1

Τ
Α;σ
λm (�0) εΞσ + ΤΑ;0λm (�0)

!
ϖ

)
:

Ρεχαλλινγ τηατ ϖ 2 Χ2;�Ξ;0

�
εΒΡ (�0)

�
βψ (2.3) ωε γετ τηατ τηε θυαντιτψ ιν φ:::γ

βελονγσ το Χ�Ξ

�
εΒΡ (�0)

�
, ηενχε βψ ουρ χηοιχε οφ �,

εΞη (�Γλ;m) 2 Χ�Ξ;0
�
εΒρ (�0)

�
� Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
:

Ασ το τηε οτηερ τερm οφ Τ (Φ ),

�Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α ;

φορ εαιϕ 2 Χ1;�Ξ
�
εΒΡ (�0)

�
; Φιϕ 2 Χ

1;�
Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
ωε χαν χοmπυτε, βψ Τηεορεm

1.7:

εΞκ

0
≅�Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α
1
Α

= �

8
<
:

 
θΞ

σ=1

Τ σλm (�0)
εΞσ + Τ 0λm (�0)

!0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]Φιϕ

1
Α

9
=
;+
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+
�
εΞκ�

�
Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α

= �

8
<
:

θΞ

σ=1

Τ σλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞσΦιϕ

1
Α�

θΞ

σ=1

Τ σλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

�
εΞσεαιϕ

�
Φιϕ

1
Α+

+ Τ 0λm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]Φιϕ

1
Α

9
=
;+

�
εΞκ�

�
Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α :

Σινχε, υνδερ ουρ ασσυmπτιονσ, αλλ τηε φυνχτιονσ:

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] εΞσΦιϕ

θΞ

ι;ϕ=1

�
εΞσεαιϕ

�
Φιϕ

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]Φιϕ

βελονγ το Χ�Ξ;�

�
εΒρ(�0)

�
� Χ�Ξ;0

�
εΒΡ(�0)

�
; βψ (2.3) ανδ ουρ χηοιχε οφ � ωε

χονχλυδε

εΞκ

0
≅�Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)] Φιϕ

1
Α
1
Α 2 Χ�Ξ;�

�
εΒρ(�0)

�
;

ηενχε Τ mαπσ Χ1;�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
ιν ιτσελφ. Λετ υσ σηοω τηατ Τ ισ αλσο α χοντραχτιον

ιν Χ1;�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
. Wε αλρεαδψ κνοω τηατ




Τ Φ (1) � Τ Φ (2)




Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

θ�θ
� χ! (ρ)




Φ (1) � Φ (2)




(Χ�

Ξ( εΒρ(�0)))
θ�θ

(2.6)

σο λετ υσ χοmπυτε

εΞκΤ Φ (1) � εΞκΤ Φ (2)

= �

8
<
:

θΞ

σ=1

Τ σλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]
�
εΞσΦ (1)ιϕ � εΞσΦ (2)ιϕ

�
1
Α

�

θΞ

σ=1

Τ σλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

εΞσεαιϕ
�
Φ
(1)
ιϕ � Φ

(2)
ιϕ

�
1
Α+
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+ Τ 0λm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]
�
Φ
(1)
ιϕ � Φ

(2)
ιϕ

�
1
Α

9
=
;+

+
�
εΞκ�

�
Τλm (�0)

0
≅

θΞ

ι;ϕ=1

[εαιϕ(�0)� εαιϕ(�)]
�
Φ
(1)
ιϕ � Φ

(2)
ιϕ

�
1
Α

� Α+Β + Χ +D:

Αππλψινγ αγαιν Τηεορεm 1.6 ανδ (1.2),

κΑκΧ�
Ξ( εΒρ(�0)) � χ! (ρ)




ΞΦ (1)ιϕ �ΞΦ
(2)
ιϕ





Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

(2.7)

� χ! (ρ)



Φ (1)ιϕ � Φ

(2)
ιϕ





Χ1;�

Ξ ( εΒρ(�0))

κΧκΧ�
Ξ( εΒρ(�0)) + κDκΧ�

Ξ( εΒρ(�0)) � χ! (ρ)



Φ (1)ιϕ � Φ

(2)
ιϕ





Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

(2.8)

κΒκΧ�
Ξ( εΒρ(�0)) � χ

θΞ

σ;ι;ϕ=1

κΞεαιϕκΧ�
Ξ( εΒρ(�0))




Φ (1)ιϕ � Φ
(2)
ιϕ





Χ�
Ξ( εΒρ(�0))

:

Το χοmπλετε τηε βουνδ ον Β, λετ υσ νοτε τηατ ιφ γ 2 Χ1;�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

�
ωε ηαϖε

κγκ
1
� συπ

�;�2 εΒρ(�0)

ϕγ (�)� γ (�)ϕ � ϕγϕΧ�( εΒρ(�0)) (2ρ)
�

ανδ αππλψινγ (1.1) (σεεινγ γ ασ α φυνχτιον ιν Χ1;�Ξ;0

�
εΒΡ (�0)

�
),

ϕγϕΧ�( εΒρ(�0)) = συπ
�;�2 εΒρ(�0)

ϕγ (�)� γ (�)ϕ

δ εΞ (�; �)
� � συπ

εΒρ(�0)

��� εΞγ
��� (2ρ)1�� ;

ηενχε
κγκΧ�

Ξ( εΒρ(�0)) � κγκΧ1;�

Ξ ( εΒρ(�0))

�
(2ρ)

�
+ (2ρ)

1��
�

ανδ

κΒκΧ�
Ξ( εΒρ(�0)) � χ

θΞ

σ;ι;ϕ=1




 εΞσεαιϕ




Χ�
Ξ
(Βρ(�0))

�
(2ρ)

�
+ (2ρ)

1��
�


Φ (1)ιϕ � Φ

(2)
ιϕ





Χ1;�

Ξ ( εΒρ(�0))
:

(2.9)
Φροm (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) ωε δεδυχε τηατ φορ ρ σmαλλ ενουγη




Τ Φ (1) � Τ Φ (2)




(Χ1;�

Ξ ( εΒρ(�0)))
θ�θ

� �



Φ (1) � Φ (2)





(Χ1;�

Ξ
(Βρ(�0)))

θ�θ

ωιτη � < 1; ανδ ωε αρε δονε.
Wε νοω χοmε το τηε
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Χονχλυσιον οφ τηε προοφ οφ Τηεορεm 2.1. Βψ Ρεmαρκ 2.2 ιτ ισ ενουγη το
προϖε τηε τηεορεm φορ βι = χ = 0. Wε ωιλλ προϖε τηε ρεγυλαριτψ ρεσυλτ φορ κ = 1;
αν ιτερατιϖε αργυmεντ γιϖεσ τηε γενεραλ χασε. Αλσο, ονχε τηε Χκ+2;�Ξ;λοχ (
) ισ προϖεδ

φορ εϖερψ κ, Ηρmανδερ�σ χονδιτιον ιmπλιεσ τηατ α σολυτιον υ 2 Χκ+2;�Ξ;λοχ (
) φορ
ανψ κ ισ αλσο σmοοτη ιν Ευχλιδεαν σενσε.
Σο, λετ υ 2 Χ2;�Ξ (
) σατισφψ τηε εθυατιον

Λυ �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ)ΞιΞϕυ = φ ιν 


ανδ ασσυmε τηατ
αιϕ ; φ;2 Χ

1;�
Ξ (
) :

Φιξ ξ0 2 
 ανδ α σmαλλ βαλλ ΒΡ (ξ0) � 
 ωηερε τηε λιφτινγ προχεδυρε ισ αππλιχα−
βλε. Λετ �0 = (ξ0; 0) ; � = (ξ; η). Τηεν βψ Προποσιτιον 1.5,

ευ (�) = υ (ξ) 2 Χ2;�Ξ
�
εΒΡ (�0)

�
;

εαιϕ (�) = αιϕ (ξ) ; εφ (�) = φ (ξ) 2 Χ1;�Ξ
�
εΒΡ (�0)

�

εΛευ = εφ ιν εΒΡ (�0) :

Τηεν, λετ � 2 Χ10

�
εΒρ (�0)

�
συχη τηατ � = 1 ιν εΒρ=2 (�0), ηενχε ϖ = �ευ 2

Χ
2;�
Ξ;0

�
εΒΡ (�0)

�
ανδ

εΛϖ = � εφ + 2
θΞ

ι;ϕ=1

εαιϕ εΞιευ εΞϕ�+ ευεΛ� � γ 2 Χ1;�Ξ
�
εΒΡ (�0)

�
:

Φορ τηισ φυνχτιον ϖ τηε ρεπρεσεντατιον φορmυλα (2.5) ηολδσ τρυε, ωιτη Γλm
γιϖεν βψ (2.4). Λετ υσ δε�νε τηε νυmβερ ρ, τηε χυτο¤ φυνχτιον � ανδ τηε οπερατορ

Τ ασ ιν Τηεορεmσ 2.5, 2.6. Σινχε
�
Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ
ανδ

�
Χ
1;�
Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ

αρε Βαναχη σπαχεσ, βψ τηε Βαναχη−Χαχχιοππολι Τηεορεm τηε οπερατορ Τ ποσ−

σεσσεσ α υνιθυε �ξεδ ποιντW βοτη ιν
�
Χ�Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ
ανδ ιν

�
Χ
1;�
Ξ;�

�
εΒρ (�0)

��θ�θ
.

Ον τηε οτηερ ηανδ, σινχε εΞι εΞϕϖ 2 Χ�Ξ;�
�
εΒρ (�0)

�
, βψ (2.5) χηοοσινγ α (�) = 1

ιν εΒΡ=2 (�0) � εΒρ=2 (�0), ωε γετ

εΞι εΞϕϖ (�) =W (�) ιν εΒρ=2 (�0) ;

ηενχε εΞι εΞϕϖ 2 Χ1;�Ξ
�
εΒρ=2 (�0)

�
ανδ αλσο εΞι εΞϕευ 2 Χ1;�Ξ

�
εΒρ=2 (�0)

�
. Βψ Προπο−

σιτιον 1.5 τηισ ιmπλιεσ
ΞιΞϕυ 2 Χ

1;�
Ξ

�
Βρ=4 (ξ0)

�

τηερεφορε υ 2 Χ3;�Ξ
�
Βρ=4 (ξ0)

�
ανδ βψ α χοϖερινγ αργυmεντ υ 2 Χ3;�Ξ;λοχ (
).
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3 Σmοοτηνεσσ οφ σολυτιονσ το θυασιλινεαρ εθυα−

τιονσ

Λετ υσ αππλψ τηε πρεϖιουσ λινεαρ τηεορψ το α ρεγυλαριτψ ρεσυλτ φορ σολυτιονσ το
θυασιλινεαρ εθυατιονσ.

Τηεορεm 3.1 Λετ

Θυ �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ; υ;Ξυ)ΞιΞϕυ+ β (ξ; υ;Ξυ)

ωηερε Ξ1; Ξ2; :::; Ξθ αρε ασ αβοϖε, αιϕ = αϕι;

�ϕ�ϕ2 �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ; υ; π) �ι�ϕ � �
�1ϕ�ϕ2 8� 2 Ρθ; (ξ; υ; π) 2 
� Ρ� Ρθ:

ανδ ασσυmε τηατ φορ σοmε κ = 1; 2; 3; :::; � 2 (0; 1)

αιϕ ; β 2 Χ
κ;�
Ξ (
� Ρ� Ρθ) :

Ιφ υ 2 Χ2;�Ξ (
) σολϖεσ τηε εθυατιον Θυ = 0, τηεν υ 2 Χκ+2;�Ξ;λοχ (
). Ιν παρτιχυλαρ,
ιφ αιϕ ; β αρε σmοοτη, τηεν υ ισ αλσο σmοοτη.

Προοφ. Υνδερ ουρ ασσυmπτιονσ ωε ηαϖε τηατ υ ισ α σολυτιον το τηε λινεαρ εθυα−
τιον

Λφ (ξ) �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (ξ)ΞιΞϕφ (ξ) = γ (ξ)

ωηερε

αιϕ (ξ) = αιϕ (ξ; υ (ξ) ; Ξυ (ξ)) 2 Χ
1;�
Ξ (
)

γ (ξ) = �β (ξ; υ (ξ) ; Ξυ (ξ)) 2 Χ1;�Ξ (
)

ηενχε βψ Τηεορεm 2.1, υ 2 Χ3;�Ξ;λοχ (
); ιφ κ = 1 ωε αρε δονε, ωηιλε ιφ κ � 2;

σινχε υ 2 Χ3;�Ξ;λοχ (
) , τηεν αιϕ ; γ 2 Χ
2;�
Ξ;λοχ (
)

ανδ βψ Τηεορεm 2.1 υ 2 Χ4;�Ξ;λοχ (
). Ιτερατιον γιϖεσ τηε δεσιρεδ ρεσυλτ. Αγαιν,

Ηρmανδερ�σ χονδιτιον ασσυρεσ τηατ ιφ υ βελονγσ το Χκ+2;�Ξ;λοχ (
) φορ ανψ κ, τηεν
ιτ ισ αλσο σmοοτη ιν τηε Ευχλιδεαν σενσε.

4 Τηε εϖολυτιον χασε

Ιν ϖιρτυε οφ τηε ρεσυλτσ χονταινεδ ιν [2] αλλ τηε πρεϖιουσ τηεορψ χαν βε δεϖελοπεδ
αλσο ιν τηε εϖολυτιον χασε. Λετ υσ χονσιδερ τηε λινεαρ οπερατορ

Η = ≅τ �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (τ; ξ)ΞιΞϕ +

θΞ

ι=1

βι (τ; ξ)Ξι + χ (τ; ξ)
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ωηερε τηε Ξι�σ αρε στιλλ α σψστεm οφ Ηρmανδερ�σ ϖεχτορ �ελδσ ιν α νειγηβορηοοδ

0 οφ α βουνδεδ δοmαιν 
, Θ = (0; Τ ) � 
. Wε δε�νε ιν Θ τηε παραβολιχ
διστανχε

δΠ ((τ; ξ) ; (σ; ψ)) =

θ
δΞ (ξ; ψ)

2
+ ϕτ� σϕ

ανδ δε�νε τηε σπαχεσ Χ�Π (Θ) οφ Ηλδερ χοντινυουσ φυνχτιονσ οφ εξπονεντ � ωιτη

ρεσπεχτ το τηε διστανχε δΠ , ανδ τηε σπαχεσ Χ
κ;�
Π (Θ) οφ φυνχτιονσ συχη τηατ αλλ τηε

δεριϖατιϖεσ υπ το ωειγητ κ ωιτη ρεσπεχτ το τηε Ξι�σ ανδ ≅τ, ωιτη ≅τ ωειγητινγ ασ
α σεχονδ ορδερ δεριϖατιϖε, βελονγ το Χ�Π (Θ). Wε ασσυmε ωιτη αιϕ ; βι; χ 2 Χ

�
Π (Θ)

φορ σοmε � 2 (0; 1), αιϕ = αϕι σατισφψινγ τηε χονδιτιον

�ϕ�ϕ2 �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (τ; ξ) �ι�ϕ � �
�1ϕ�ϕ2 8� 2 Ρθ; (τ; ξ) 2 Θ:

Τηεν τηε σαmε ρεασονινγ οφ ♣2 γιϖεσ τηε φολλοωινγ:

Τηεορεm 4.1 Υνδερ τηε αβοϖε ασσυmπτιονσ, λετ υ 2 Χ2;�Π (Θ) σατισφψ τηε εθυα−
τιον

Ηυ = φ ιν Θ

ανδ ασσυmε τηατ φορ σοmε ιντεγερ κ = 1; 2; 3; :::ωε ηαϖε:

αιϕ ; βι; χ; φ;2 Χ
κ;�
Π (Θ) :

Τηεν
υ 2 Χκ+2;�Π;λοχ (Θ) :

Ιν παρτιχυλαρ, ιν τηισ χασε τηε α πριορι εστιmατεσ προϖεδ ιν [2] αππλψ:

κυκΧκ+2;�

Π
(Θ0) 6 χ

ν
κΗυκΧκ;�

Π
(Θ) + κυκΛ1(Θ)

ο

φορ ανψ Θ0 β Θ, ωιτη χονσταντ χ ινδεπενδεντ οφ υ.
Wε αλσο γετ τηε φολλοωινγ θυασιλινεαρ χουντερπαρτ:

Τηεορεm 4.2 Λετ

Θυ � ≅τυ�

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (τ; ξ; υ;Ξυ)ΞιΞϕυ+ β (τ; ξ; υ;Ξυ)

ωηερε Ξ1; Ξ2; :::; Ξθ αρε ασ αβοϖε, αιϕ = αϕι;

�ϕ�ϕ2 �

θΞ

ι;ϕ=1

αιϕ (τ; ξ; υ; π) �ι�ϕ � �
�1ϕ�ϕ2

8� 2 Ρ
θ; (τ; ξ; υ; π) 2 (0; Τ ) � 
 � Ρ � Ρθ, ανδ ασσυmε τηατ φορ σοmε κ =

1; 2; 3; :::; � 2 (0; 1)

αιϕ ; β 2 Χ
κ;�
Π ((0; Τ )� 
� Ρ� Ρθ) :

Ιφ υ 2 Χ2;�Π (Θ) σολϖεσ τηε εθυατιον Θυ = 0, τηεν υ 2 Χκ+2;�Π;λοχ (Θ). Ιν παρτιχυλαρ,
ιφ αιϕ ; β αρε σmοοτη, τηεν υ ισ αλσο σmοοτη.
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