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Introduzione

Queste note si propongono di presentare un modello dinamicocompleto per unaimbarcazione da ca-
nottaggioda competizione. A causa dell’effetto combinato dell’azione discontuinua di spinta propria
della vogata e dello spostamento del centro di massa a seguito del moto dei vogatori, una imbarcazione
da canottaggio è soggetta a dei movimenti, che qui chiameremo secondari, non utili all’avanzamento.
Anzi, tali moti sono causa di una resistenza addizionale dovuta sia alla dissipazione delle onde di su-
perficie da essi generati, sia al continuo cambio di assetto della imbarcazione. La prima componente
è quella che viene più specificatamente affrontata in questolavoro.

La dinamica della vogata è stata studiata estensivamente, anche se la letteratura è formata prin-
cipalmente da rapporti tecnici, spesso solo disponibili inrete. In particolare citiamo i lavori di W.C.
Atkinson [?] (dove viene anche proposto un codice di simulazione), A. Dudhia [?] e M. van Holst [?].
In [?] L. Lazauskas propone un altro modello numerico per la dinamica della imbarcazione sottoposta
alla spinta dei remi e al movimento dei vogatori. Tuttavia tutti questi modelli tengono in conto solo
delle accelerazioni orizzontali e usano formule empiricheper simulare l’effetto dissipativo dovuto alla
dispersione delle onde generate dai moti secondari (quandonon lo trascurino completamente).

Altri lavori sulla dinamica della vogata sono stati condotti nell’ambito della progettazione di re-
moergometri, si veda per esempio i lavori di B. Elliott et al.[?] e di C.J.N. Rekers [?] relativamen-
te al remoergometroRowPerfect. Chiaramente, anche qui ci si è interessati solo alla componente
orizzontale, la sola che si vuole normalmente riprodurre con fedeltà in un remoergometro.

In questo lavoro invece, si è voluto sviluppare un modello completo che tenesse conto dei moti di
affondamento e di beccheggio, oltre che, ovviamente, alle accelerazioni orizzontali. Il solo limite che
ci si è posti è quello di assumere che il moto si svolga nel piano di simmetria dalla imbarcazione. Una
ipotesi non limitativa per imbarcazioni di coppia e con equipaggi esperti. Per imbarcazioni condotte
“a punta” questa ipotesi potrebbe risultare limitativa, inquanto tali imbarcazioni presentano durante
il moto una componente non trascurabile di oscillazione attorno alla direzione media di avanzamen-
to, dovuta alla tecnica di vogata. Tuttavia, non vi sono al momento, quanto meno nella letteratura
disponibile, modelli che tengano conto di questa componente. Abbiamo inoltre proposto un modello
semplificato per tenere conto degli effetti dissipativi delle onde generate dai moti secondari. Tale mo-
dello si basa su una approssimazione a potenziale e permettedi stimare sia i termini di massa aggiunta
che di smorzamento.

Il modello è estendibile: le funzioni usate per descrivere le forze esercitate sulla canoa e il moto
dei vogatori sono state prese dalla letteratura, ma possonoessere cambiate con facilità. Il modello
tiene conto delle diverse configurazioni di equipaggio, e nel caso della configurazione nota come
“quattro di coppia” si è proceduto alla illustrazione di risultati numerici. Inoltre si è tenuto conto delle
forse idrostatiche, calcolate a partire dalla geometria reale dello scafo, e di quelle idrodinamiche,
simulate con opportune formule empiriche. Il modello dinamico può essere interfacciato con modelli
fluidodinamici più complessi, come è stato fatto nella Tesi di Laurea di S. Pandini [?]. La sua versione
“stand alone” è stata implementata nel codiceKimè di cui questo rapporto rappresenta il manuale di
riferimento per quanto riguarda il modello matematico in esso implementato.

Dopo una prima Sezione che descrive le generalità del modello dinamico, le principali ipotesi e il
sistema di riferimento adottato, la Sezione 2 descrive il sistema di equazioni che governano la dina-
mica della imbarcazione e la sua implementazione. La Sezione 3 illustra un metodo per approssimare
gli effetti di radiazione delle onde generate dai moti secondari usando un modello a potenziale. Nella
Sezione 4 si riporta un risultato ottenuto con il modello in questione.



1 Descrizione del modello

Il sistema dinamico è pensato come l’unione di 3 sottosistemi interagenti.

1. Lo scafo. Ipotizzato come un corpo rigido (la massa dei carrelli in movimento è assunta
trascurabile), libero di muoversi nel piano(X,Z).

2. I vogatori. La loro massa è una parte importante, quando non dominante, della massa totale
del sistema dinamico. Si ipotizza che ciascun vogatore si possa schematizzare come una massa
concentrata in movimento. Si ipotizza anche che si muovano all’unisono. Quest’ultima ipotesi
non è critica e si può eliminare se necessario.

3. I remi. Di massa trascurabile, in questo sistema dinamico la loro geometria serve solo a legare,
qualora necessario, la forza agli scalmi, quella applicataalle braccia dei vogatori e la spinta in
acqua del remo.

L’imbarcazione si muove di un moto medio orizzontale. Durante il moto, a causa della spinta in
acqua dei remi e del movimento dei vogatori sulla imbarcazione, si creano dei movimentisecondari.
Se facciamo riferimento alla figura 1 possiamo distinguere due moti traslatori ed uno rotatorio. Il
primo movimento, lungo l’asse orizzontale, è il ben noto movimento di accelerazioneorizzontale
attorno al moto medio dovuto principalmente al movimento inorizzontale dei vogatori che sono seduti
su dei carrelli mobili. L’indicheremo nel seguito semplicemente comeaccelerazione orizzontale. Il
secondo movimento traslatorio è lungo l’asse verticale e lochiameremo diaffondamento. È legato al
fatto che durante la vogata i vogatori esercitano una spintasulle pedane, necessaria per dare maggior
forza sul remo. Questa spinta ha necessariamente una componente verticale che varia nel corso del
moto, ed in particolare viene bruscamente a mancare all’inizio del movimento di recupero, quando la
pala viene sollevata dall’acqua e la spinta cessa.

Infine, il centro di massa dei vogatori si sposta a causa del movimento di vogata e allo spostamento
del carrello. Questo induce un momento angolare, che si suppone allineato all’asseY (rif. figure 2) e
genera un movimento dibeccheggio.

c
G

x

z

x

z

c
G

x

z

c
G

φ

Figura 1: Moti “secondari” indotti dal movimento dei vogatori. Da sinistra a destra: moti di
accelerazione orizzontale, moto di affondamento e di beccheggio.
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1.1 Sistema di riferimento e convenzioni

Si consideri la figura 2. Essa illustra uno schema di scafo con4 rematori. Si indica con(O;X,Y,Z)
il sistema di riferimento Cartesiano assoluto (inerziale), eeX , eY edeX indicheranno i versori corri-
spondenti. L’asseX è orizzontale, orientato convenzionalmente nel verso da poppa verso prua, quindi
il modo medio della imbarcazione è sempre nel verso delleX positive. Il pelo libero dell’acqua (in-
disturbato) si trova aZ = h0 (costante), essendo l’asseZ orientato verticalmente eh0 la quota del
pelo libero indisturbato. Quest’ultima va riferita alla imbarcazione ferma con i vogatori a bordoin
posizione statica. Dato che il moto si svolge nel piano(X,Z), tutte le forze in gioco sono assunte
giacere su tale piano.

Un secondo sistema di riferimento è denominatosistema di riferimento geometricoed è solidale
allo scafo . Esso è quello in cui viene descritta la geometriadell’imbarcazione e ha origine nel punto
di poppadella stessa. Gli assi coordinati, i cui versori sonoex, e)y e ez sono tali per cuiex e ez

individuano il piano di simmetria dello scafo eez è orientato dal fondo verso il bordo mentreex ha
verso da poppa a prua. In realtà questo secondo sistema di riferimento è qui usato solo per descrivere
la geometria: dal punto di vista del modello dinamico è più conveniente utilizzare un sistema di
riferimento solidalecentrato nel baricentro dello scafoGc. Quest’ultimo sistema di riferimento, i cui
versoriex, ey e ez coincidono con quelli del riferimento geometrico verrà indicato comesistema di
riferimento relativo, i cui assi coordinati sonox, y e z (si veda la figura 3). Si precisa che l’origine
del sistema di riferimento relativo è stato fissato nel baricentro dello scafo e non nel baricentro del
sistema dinamico scafo+vogatori.

Si indicheranno ingrassettole quantità vettoriali (e.g.f ) così come i punti diR2. Si preferiranno
le lettere minuscoleper indicare punti nel sistema relativo, mentre le lettere maiuscole indicheranno i
punti corrispondenti nel sistema di riferimento assoluto.

Per quanto riguarda i vettori si preferiranno le lettere minuscole per i vettori che sono più le cui
coordinate sono espresse in modo più naturale nel sistema diriferimento locale, mentre si useranno
principalmente lelettere maiuscoleper vettori le cui coordinate sono più facilmente esprimibili nel
sistema di riferimento assoluto. Questa distinzione non è stata seguita rigorosamente dato che (ov-
viamente) tutti i vettori possono alternativamente essereespressi in uno o l’altro dei due sistemi di
riferimento a seconda della convenienza, come illustrato nella sezione 1.1. Le componenti saranno
sempre indicate usando il caratterecorsivoed il pedice indicherà di quale componente si tratti. Per
esempio,fx indicherà la componente del vettoref lungo la coordinatax del sistema relativo, mentre
fX sarà la componente dello stesso vettore lungo la coordinataX del sistema assoluto.

Durante il moto si generano delle onde dovute al movimento. Se consideriamo l’imbarcazione in
moto rettilineo uniforme a velocitàV, trascurando quindi gli effetti dinamici dovuti alla azione del
remo in acqua ed al movimento dei vogatore, si formeranno delle onde stazionarie che modificano il
profilo del pelo libero nelle vicinanze della imbarcazione.Indicheremo conh = h(X,Y ) la quota di
tale pelo libero, che chiameremopelo libero di riferimento, mentreη = η(t,X, Y ) indicherà laquota
del pelo liberonella configurazione corrente al tempot. Quindi η terrà conto anche delle onde, di
ampiezzaη − h, generate dai moti secondari.

Nota 1 La distinzione tra pelo libero indisturbato e pelo libero diriferimento è importante qualora
si voglia considerare variazioni del pelo libero attorno alla configurazione di riferimento e non a
quella indisturbata. Chiaramente, in una prima approssimazione, si potrà ignorare tale differenza
e prendereh = h0 costante. Questa approssimazione è stata adottata in tuttii risultati numerici
prodotti in questo studio. Tuttavia il modello è stata scritto in forma generale.
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Nella figura 2 è indicato ilbaricentroGc dello scafoe la sua velocitàV. Sono altresì indicati,
peri = 1, . . . , n, i baricentriGvi

, deivogatori, la posizionepi delle pedane e le forzef si

agli scalmi
esercitate sullo scafo. Quin indica il numero di vogatori, quattro negli esempi riportati nelle figure. La

1

s1 s2 s3 s4
V

g1 g2 g3 g4

s1f s2 s3 s4

p1 p2 p3 p4

c
G

c
G

X

Z

X

Y

f f f

Figura 2: Schema di imbarcazione da canottaggio (4 rematori) e sistema di riferimento assoluto

figura 3 illustra il sistema di riferimento relativo(Gc;x, y, z), e il sistema di riferimento geometrico,
centrato nel punto di poppaP .

Un vettorev ∈ R
3 è esprimible nel sistema assoluto come

v = vXeX + vY eY + vZeZ (1)

Nel sistema solidale allo scafo,
v = vxex + vyey + vzez (2)

Data una quantità vettoriale che varia nel tempo,P = P(t), useremo la notazione

Ṗ =
dP

dt
, P̈ =

d2P

dt2
.

Nota 2 Nel piano(X,Z) (così come nel piano(x, z)) l’orientazione positiva degli angoli è antiora-
ria, in linea con la convenzione usualmente adottata nella meccanica.

Nota 3 Si noti che nella convenzione adottata un valore positivo diφ indica un abbassamento delle
pruadell’imbarcazione.

Cambio di coordinate

I vettori posizionerP e RP associati allo stesso puntoP, rispettivamente nel sistema di riferimento
relativo e assoluto, sono legati dalla relazione

rP = RP − Gc. (3)

Indicando conφ l’ angolo di beccheggio, conR(φ) eRT (φ) la matrice di rotazione e la sua trasposta
definite come

R(φ) =



cosφ 0 − sinφ

0 1 0
sinφ 0 cosφ


 e RT (φ) =




cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ


 , (4)

4



+
P

X

Z

x

z
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φ

Figura 3: Schema di imbarcazione da canottaggio e sistemi diriferimento. Il sistema di riferimento
geometrico e quello relativo differiscono solo nello spostamento dell’origine: il sistema relativo è
centrato nel baricentro dello scafo, il sistema geometriconel punto di poppaP .

le coordinate nei due sistemi di riferimento sono legate da





rP
x = (RP

X −Gc
X) cos φ− (RP

Z −Gc
Z) sinφ

rP
y = (RP

Y −Gc
Y ) = RP

Y

rP
z = (RP

X −Gc
X) sin φ+ (RP

Z −Gc
Z) cosφ

,



rP
x

rP
y

rP
z


 = R(φ)



RP

X −Gc
X

RP
Y −Gc

Y

RP
Z −Gc

Z


 . (5a)

Quest’ultima relazione può essere anche scritta nella forma





rP
x = rP

X cosφ− rP
Z sinφ

rP
y = rP

Y

rP
z = rP

X sinφ+ rP
Z cosφ

,



rP
x

rP
y

rP
z


 = R(φ)



rP
X

rP
Y

rP
Z


 .

La trasformazione inversa è data da




RP
X = rP

x cosφ+ rP
z sinφ+Gc

X

RP
Y = rP

y

RP
Z = −rP

x sinφ+ rP
z cosφ+Gc

Z

,



RP

X

RP
Y

RP
Z


 = RT (φ)



rP
x

rP
y

rP
z


+



Gc

X

0
Gc

Z


 . (5b)

Le componenti di unvettoref si trasformano secondo la regola



fx

fy

fz


 = R(φ)



fX

fY

fZ


 ,



fX

fY

fZ


 = RT (φ)



fx

fy

fz


 (6)

Velocità e accelerazione relativa

Il sistema di riferimento relativo è solidale allo scafo, quindi la velocità assolutaVP = Ṗ di un punto
P e quella relativav sono legate dalla nota relazione

VP = Ṗ = vP + Ġc + ω × (P − Gc),
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essendoω = φ̇ eY il vettore velocità angolare. Si ha

ω × (P −Gc) = φ̇[(PZ −Gc
Z)eX − (PX −Gc

X)eZ ].

Per quanto riguarda l’accelerazioneAP del puntoP, si ha la seguente relazione

AP = P̈ = aP + G̈c + ω̇ × (P − Gc) + ω × ω × (P − Gc) + 2ω × vP , (7)

con

ω̇ × (P − Gc) = φ̈[(PZ −Gc
Z)eX − (PX −Gc

X)eZ ] (8a)

ω × ω × (P − Gc) = −φ̇2[(PX −Gc
X)eX + (PZ −Gc

Z)eZ ], (8b)

mentre
2ω × vP = 2φ̇(vP

ZeX − vP
XeZ) (8c)

è l’accelerazione di Coriolis. Essendo le ultime relazioni tensoriali, e quindi indipendenti dal sistema
di riferimento adottato, si hanno le identità seguenti:

ω̇ × (P −Gc) = φ̈[pzez − pxez], ω × ω × (P − Gc) = −φ̇2[pxex + pzez],

e
2ω × vP = 2φ̇(vP

z ex − vP
x ez).

Si ricorda infine le relazioni che legano le basi nei due sistemi di riferimento

eX = cosφex + sinφez ex = cosφeX − sinφeZ (9a)

eY = ey ey = eY (9b)

eZ = − sinφex + cosφez ez = sinφeX + cosφeZ (9c)

(9d)

1.2 Linearizzazione attorno ad una configurazione di riferimento

Se si fa l’ipotesi che i moti secondari siano sufficientemente piccoli si può linearizzare il sistema
attorno alla configurazione di riferimento

Gc
0 = 0, φ = φ0, Ġc

0 = 0, φ̇ = 0. (10)

Inoltre, per semplicità prenderemoφ0 = 0.
Con questa ipotesi, la matrice di rotazione e la sua inversa possono essere approssimate rispetti-

vamente con̂R e R̂T date da

R̂(φ) =




1 0 −φ
0 1 0
φ 0 1


 e R̂T (φ) =




1 0 φ
0 1 0
−φ 0 1


 . (11)

Nelle stessi ipotesi si può adottare per le basi la approssimazione seguente:

eX ≃ ex + φez, ex ≃ eX − φeZ , (12a)

eY ≃ ey, ey ≃ eY , (12b)

eZ ≃ −φex + ez, ez ≃ φeX + eZ . (12c)

(12d)

Le altre relazioni rimangono inalterate, se non per il fattoche il termine di forza centrifuga, essendo
di ordine superiore rispetto ȧφ, è trascurata. Si ha quindi

AP ≃ aP + G̈c + φ̈[(PZ −Gc
Z)eX − (PX −Gc

X)eZ ] + 2φ̇(vP
ZeX − vP

XeZ)
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2 Le equazioni che governano la dinamica del sistema

Considereremo qui le varie “componenti”del sistema dinamico e proporremo due modelli possibili,
uno per il solo scafo, il secondo per il sistema dinamico completo scafo+vogatori. Un ruolo importante
è giocato anche dal remo. Qui faremo per la azione del remo delle ipotesi semplificative. Modelli della
azione del remo più sofisticati possono essere trovati in [?].

2.1 La dinamica del sistema vogatore

Sul generico vogatore agiscono le seguenti forze (rif. figura 4).

1. La forza al bracciof b 1. La sua componente principale è chiaramente orizzontale e rappresenta
la spinta di avanzamento della imbarcazione. Tuttavia, vi èanche una componente verticale
dovuta essenzialmente alla azione della remata. Quindi avremo

f b(t) = −f b
X(t)eX − f b

Z(t)eZ . (13)

dovef b
X ≥ 0. La forza al braccio può essere dedotta dalla forza agli scalmi, si veda la Sezione

2.2, tipicamente misurata sperimentalmente usando remoergometri.

2. la forza di gravità
f g = Mvg = −MvgeZ , (14)

che è applicata al puntogv , centro di massa del vogatore, e diretta verso il basso.

3. −f c, la forza al carrello2 che si presuppone si mantenga normale allo stesso con verso sempre
opposto al fondo della canoa (il carrello è ovviamente un vincolo unilaterale). Questa ipotesi è
realistica finchè il carrello non è a fine corsa, quando il vincolo sarebbe in grado di esercitare
anche reazioni “orizzontali”. Si presuppone però che dei buoni vogatori arrivino a fine corsa
del carrello in modo dolce, e quindi tale reazione sia minima. Si ha dunque

f c = f cez = f c [sinφeZ + cosφeZ ] . (15)

Nel caso si linearizzasse il problema, si adotterà la approssimazione

f c ≃ f c [φeZ + eZ ] . (16)

4. La forza alla pedana, −fp. Si possono fare due ipotesi. Nella prima (probabilmente più reali-
stica) tale forze si può supporre allineata alla gamba del vogatore. La sua direzione viene allora
descritta tramite l’angoloθ = θ(t) tra la gamba e l’assez (si veda la Figura 4), variabile nel
corso del moto del vogatore stesso. In tal caso avremo

fp = −fp(cos θex + sin θez) = −fp[cos(θ + φ)eX + sin(θ + φ)ez], (17)

Questa rappresentazione richiede però di avere un modello cinematico del vogatore.

1Nota: in questa descrizione la forza al braccio è quella applicata al vogatore e non al remo, quest’ultima è ovviamente
pari a−f

b.
2il segno negativo è dovuto al fatto che stiamo qui considerando la forza applicata al vogatore.
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In assenza di tale modello si può adottare una ipotesi semplificativa che consiste nell’assumere
chefp si mantenga sempre ortogonale alla pedana stessa, e quindi avremo

fp = −fp(sinαex + cosαez) = −fp[sin(α+ φ)eX + cos(α+ φ)eZ ], (18)

essendoα l’angolo (fisso) che la pedana forma con il fondo dello scafo (rif. figura citata).
Qui fp rappresenta il modulo difp ed il segno nella espressione data tiene conto che la forza
esercitata sulla pedana è unilaterale. Nelmodello linearizzatosi ha

fp ≃ −fp[(sinα+ φ cosα)eX + (cosα− φ sinα)eZ ] (19)

direzione asse x

direzione asse X

lc

lg

ez

orizz.

c
p

g

f

gM
v

v

−fc

p

b

−f

φ

θ

θ + φ

γ

α

Figura 4: Schema del sistema dinamico “vogatore” con le forze agenti.

In forma vettoriale le equazioni che governano il moto del baricentro del vogatore sono

Mv d
2Gv

dt2
= MvG̈v = f b +Mvg − f c − fp (20a)

0 = −(c − Gv) × f c − (p− Gv) × fp (20b)

Nel modello più complesso, queste equazioni vanno complementate con un modello cinematico del
vogatore che leghi lo spostamento del carrello all’angoloθ.

2.2 La dinamica del sistema remo

Si fa l’ipotesi simplificativa di assumere che il remo agiscacome una leva perfetta, dove la massa
è trascurabile, la rigidità infinita e le forze agenti sono costantemente autoequilibrate. Quest’ultime
sono−f s, −f b e la forzaf r che rappresenta la forza esercitata dall’acqua sulla pala del remo.

La conservazione della quantità di moto fornisce quindi (rif. figura 5)

f bLr + f s(Lr − rb) = 0 → f s = −f b Lr

Lr − rb
(21)

mentre l’equilibrio delle forze comporta che

f r = f b + f s = − rb
Lr − rb

f b =
rb
Lr

f s. (22)
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Figura 5: Schema del sistema di forze agenti sul remo.

2.3 La dinamica dello scafo isolato

Consideriamo qui l’ imbarcazione come corpo a se stante su cui agiscono le forze dovute dalla
interazione con il vogatore, il remo e l’acqua.

L’interazione idrodinamica viene riassunta attraverso lasua risultanteFa e momentoMa =
MaeY rispetto al baricentroGc della scafo (si veda la sezione 2.5 a pagina 14). Tale interazione
è, in generale, funzione della velocità della imbarcazionee del suo assetto.

Per rendere la scrittura più leggera, indichiamo cony il vettore contenente le incognite del nostro
problema, cioè

y = [Ġc
X , Ġ

c
Y , φ̇, G

c
X , G

c
Y , φ]T ;

possiamo allora scrivere in tutta generalità cheFa = Fa(y) eMa = Ma(y). Le altre forze sono la
forza pesoM cg, le forze alle pedanefpi

= fpi

(t), ai carrelli f ci

= f ci

(t) e agli scalmif si

= f si

(t),
con i = 1, . . . , n. I punti di applicazioni di quest’ultime sono, rispettivamente il baricentroGc, i
centri delle pedanepi e dei carrellici, e gli scalmisi. Le pedane e gli scalmi sono solidali allo scafo;
mentre i carrelli si muovono di motoassegnatolungo l’assex, i.e. ci = ci(t)[?]3. Si suppone che
la massa del carrello sia piccola rispetto alla massa complessivaM c dello scafo, per cui il baricentro
del sistema è solidale allo scafo stesso. Questa schematizzazione ha il vantaggio che la dinamica del
sistema è quello di un corpo rigido: gli effetti dinamici legati al movimenti dei vogatori sono “esterni”
al sistema e si esplicano attraverso le forze agenti (in particolarefp e f c) di cui l’espressionesi assume
essere nota.

Indicando conIc
Y l’ inerzia angolare, rispetto all’asseY , dello scafo, il sistema dinamico in

coordinate assolute si scrive come segue, pert > 0,

M cG̈c(t) =

n∑

i=1

f si

(t) +

n∑

i=1

f ci

(t) +

n∑

i=1

fpi

(t) +M cg + Fa(y(t)), (23a)

Ic
Y φ̈(t) =

n∑

i=1

(si−Gc)×f si

(t)+
n∑

i=1

(ci(t)−Gc)×f ci

(t)+
n∑

i=1

(pi−Gc)×fpi

(t)+Ma(y(t)). (23b)

3La legge di moto del carrello è ovviamente legata alla cinematica del vogatore e quindi anche allo stile di vogata. I dati
in letteratura si riferiscono a una vogata “standard”.
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Figura 6: Schema del sistema di forze agenti sullo scafo isolato.

Si è presot = 0 come tempo iniziale per il nostro problema differenziale, in corrispondenza al quale
occorre fornire le condizioni iniziali perGc, Ġc, φ e φ̇. L’ultima equazione è scalare in quanto
tutte le forze giacciono sul piano. Da questo punto in poi si condidereranno vettori bidimensionale
v = (vx, vz) e si utilizza la definizione segunentea × b = bzaz − bzax, valida per ogni coppia di
vettori A eA nel piano(X,Z).

Le forze incognite di questo sistema sono determinabili utilizzando dati di letteratura o rilevazioni
sperimentali. Una alternativa è considerare invece il sistema dinamico accoppiato scafo+vogatore+remo.
In questo caso, le forze ai carrelli e alle pedane sonoforze internedel sistema e quindi a risultante
nulla. Il prezzo che si paga è che il moto dei vogatori apparirà ora esplicitamente nelle equazioni sotto
forma di forze inerziali, in quanto il baricentro del questosistema dinamico è mobile nel tempo.

2.4 Il sistema “scafo+vogatore+remo”

In questo sistema dinamico assumeremo diconoscerela legge del moto dei vogatori, gv = gv(t) =
(gv

x(t), gv
z (t)), nel sistema di riferimento relativo. Tale legge può esseredeterminata, per esempio,

tramite rilevazioni sperimentali o attraverso un modello cinematico del vogatore.

Nota 4 Tipicamente tale legge non verrà fornita nel sistema di riferimento relativo ma in uno traslato
e centrato nello posizione della pedana corrispondente a ciascun vogatore, o più precisamente al
piede del vogatore. Il motivo è evidente: il piede è il solo punto del vogatore solidale allo scafo ed
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pi
f

pi

i (t)

f ic

c
xe

α

θ + φ

θ

Figura 7: Dettaglio delle forze agenti sulla pedana e sul carrello.

è quindi più conveniente riferire la dinamica del vogatore rispetto a tale punto. La figura 8 illustra
tale situazione. Un semplice cambio di coordinate riporterà però la legge di moto nel sistema di
riferimento relativo. Ecco perchè, per evitare di introdurre ulteriori notazioni, nel seguito useremo la
legge del moto direttamente nel sistema di riferimento relativo.

xp

Gc

p

x

z

z

p

g (t)
v

Figura 8: Per ragioni di praticità, la legge del movimento dei vogatorigv(t) viene fornita in un sistema
di riferimento con origine nel piede del vogatore, qui indicato con(xp, zp). Per l-uso nel modello
dinamico, però viene trasformata nel sistema di riferimento relativo, che ha origine nel baricentro
dello scafo.

Chiaramente, nel sistema di riferimento assoluto avremo:

Gv − Gc = RT (φ)gv cioè

{
gv
X = Gv

X −Gc
X = cosφgv

x + sinφgv
z ,

gv
Z = Gv

Z −Gc
Z = − sinφgv

x + cosφgv
z
. (24)

Per quanto riguarda l’accelerazione si ha, esplicitando tutti i contibuti inerziali,

G̈v = G̈c + RT (φ)g̈v + φ̈ (gv
ZeX − gv

XeZ) + 2φ̇ (ġv
ZeX − ġv

XeZ) − φ̇2 (gv
XeX + gv

ZeZ) .

Usando (24) ed introducendo la matrice di rotazioneO(φ) =
d

dφ
RT (φ),

O(φ) =

[
− sinφ cosφ
− cosφ − sinφ

]
, (25)
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si ha, in forma più compatta,

G̈v = G̈c + RT (φ)g̈v + φ̈O(φ)gv + 2φ̇O(φ)ġv − φ̇2RT (φ)gv . (26)

Sempre allo scopo di semplificare la scrittura delle equazioni, si introduce lamassa totale dei
vogatoriMv

t =
∑

iM
vi

e indicheremo con||v|| =
√
v2
x + v2

z la norma Euclidea del vettorev e con
a · b = axbx + azbz il prodotto scalare.

In coerenza con (20b) assumeremo che i momenti rispetto al baricentro della imbarcazione genera-
ti dalle forze ai remi sianotrascurabili rispetto agli altri. Questo permette di semplificare l’equazione
del momento. Accoppiando le equazioni della dinamica delloscafo, del vogatore e del remo si per-
viene al seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie per il problema accoppiato, sempre per
t > 0,

M cG̈c(t) =

n∑

i=1

Fri

(t) −
n∑

i=1

Mvi

G̈vi

(t) + (Mv
t +M c)g + Fa(y(t)), (27a)

Ic
Y φ̈(t) = −

n∑

i=1

Mvi

(Gvi

(t) − Gc) × G̈vi

(t) +
n∑

i=1

Mvi

(Gvi

(t) − Gc) × g +Ma(y(t)), (27b)

Chiaramente, le equazioni (27) non sono ancora nella forma canonica in quanto la (26) evidenzia
come l’accelerazione dei vogatori nel sistema di riferimento assoluto dipenda anche dalle accelerazio-
ni lineari ed angolari della imbarcazione stessa. Occorre quindi sostituire le (26) in (27). Svolgendo
tutti i conti si ottiene infine

MG̈c +

(
O(φ)

n∑

i=1

Mvigvi

)
φ̈ =

−2φ̇O(φ)

n∑

i=1

Mviġvi−φ̇2RT (φ)

n∑

i=1

Mvigvi−RT (φ)

n∑

i=1

Mvig̈vi

+RT (φ)

n∑

i=1

f ri

(t)+Mg+Fa,

(28a)

(
RT (φ)

n∑

i=1

Mvigvi

)
× G̈c +

(
Ic
Y +

n∑

i=1

Mvi||gvi ||2
)
φ̈ =

− 2φ̇

n∑

i=1

Mvigvi · ġvi −
n∑

i=1

Mvigvi × g̈vi

+

n∑

i=1

Mvi(Gvi

X −Gc
X)g. (28b)

Qui g è il modulo della accelerazione di gravità (9.81 m/s2).

Nota 5 Si è qui omesso di esplicitare la dipendenza dei vari terminidalla variabile temporale. Tutti i
termini, tranneM ,M c,Mv

t , Ic
Y eGc dipendono, direttamente o indirettamente, dal tempo. Si ricorda

inoltre cheM = M c +Mv
t .

Nota 6 Si ricorda ancora che questo sistemarichiede la conoscenza del moto del vogatore, cioè la
legget → gvi

(t). Una alternativa può essere utilizzare una legge ricavata da osservazioni speri-
mentali (o altro) solo per la componente orizzontale del moto dei vogatori, mentre la componente
verticale può essere dedotta sfruttando opportunamente (20a).
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Il modello linearizzatopuò essere dedotto facilmente, trascurando i termini inφ̇2 (accelerazione
centrifuga) e usando la seguente approssimazione perO

O(φ) ≃
[
−φ 1
−1 −φ

]
(29)

2.5 Le forze agenti sullo scafo

Si analizzano nel seguito le forze esterne agenti sul sistema scafo+vogatoriche nell’espressione ma-
tematica compaiono raccolte sottoF a

X , F a
Z eMa. Forniremo anche dettagli so come sono fornite le

forze ai remi e la legge di movimento Affrontiamo qui le forzeche agiscono sul moto medio della im-
barcazione. Le componenti più propriamente dovute ai moti secondari verranno trattate nella Sezione
3. Avremo delleforze idrostatichedovute all’azione del galleggiamento e delleforze idrodinamiche
dovute alla interazione dello scafo con il moto dell’acqua (e dell’aria).

L’ azione idrodinamica

Le forzeFa e il momentoMa vengono scomposti in diverse componenti:

Fa = SaeZ −RaeX + Da,
Ma = Ma

S +Ma
D.

(30)

Sa è la componente di spinta di galleggiamento, che può anche generare un momento, indicato come
Ma

S , di entrambi si parlerà più estensivamente nel prossimo paragrafo.Ra è la componente diresi-
stenzadi cui parleremo tra poco.Da eMa

D sono i contributi dissipativi dovuti ai moti secondari, che
verranno meglio analizzati nella Sezione 3.

Consideriamo innanzitutto il termineRa; considerando il fatto che l’unico elemento propulsivo
della barca e’ il remo, esso contribuisce esclusivamente alla resistenza all’avanzamento dell’imbar-
cazione, il che giustifica il segno negativo adottato in (30). La sua determinazione richiederebbe
la risoluzione delle equazione del moto del fluido attorno alla imbarcazione. In questo lavoro si è
preferito modellarlecon formule empiriche che possono eventualmente essere integrate con calcoli
fluidodinamici. Si può a sua volta separare in due diverse categorie, aerodinamica e idrodinamica.

La resistenza aerodinamica sull’equipaggio e sulla porzione dello scafo emersa e’ molto difficile
da stimare. Nello studio di una imbarcazione singola, A. Millward [?] utilizza un coefficiente per la
resistenza di una figura umana in posizione eretta. Per configurazioni di imbarcazioni con più membri
si introducono dei fattori di interferenza tra corpi che in questo modello verranno trascurati. Si assume
che la resistenza aerodinamica sia proporzionale alla sezione frontale dei rematori e sulla base delle
stime effettuate da A. Millward si utilizza la seguente formula:

Rair = CairM
2

3

v Ġ
c
X)2.

conCair = 0.02. Per equipaggi multipli si moltiplicherà tale espressioneper il numero di vogatori.
I termini che fanno parte della resistenza idrodinamica sono principalmente tre: laresistenza di

forma, la resistenza viscosae la resistenza d’onda. Il valore della prima viene calcolata secondo la
classica espressione,

Rshape =
1

2
ρΓb

XCdX(Ġc
X)2,
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doveρ è la densità dell’acqua,CdX il coefficiente di resistenza di forma,Γb
X è la sezione massima

della scafo immerso, quest’ultimo dato viene calcolato ad ogni istante, dal momento che il suo valore
è funzione dell’affondamento. Un valore tipico diCdX è0.01.

La resistenza viscosa viene stimata usando un’espressionericavata da codici nautici (più precisa-
mente laITTC ship correlation line[?]), più precisamente

Cf =
Cf0

(log(Re) − 2)2
, (31)

Rvis =
1

2
ρCfΓb(Ġc

X)2, (32)

doveCf è il coefficiente di resistenza viscosa,Γb la superficie bagnata, funzione anch’essa della
configurazione dell’imbarcazione eCf0 il coefficiente asintotico aRe = 0 qui preso pari aCf0 =
0.075.

Per quanto riguarda la resistenza d’onda, indicando conΓb
Z la superficie bagnata proiettata sul

pelo libero, si ha

Rwave =
1

2
ρΓb

ZCdw(Ġc
X)2,

doveCdw è il coefficiente di resistenza d’onda il cui valore è stato posto pari aCdw = 0.02. Queste
relazioni si possono far risalire al lavoro di J.H. Mechell [?].

In conclusione,
Ra = Rair +Rshape +Rvis +Rwave. (33)

L’azione idrodinamica dovuta alla pressione

La pressione idraulica agente sulla scafo contribuisce in direzione verticale sia allaspinta idrostatica
di galleggiamento, legata alla componente idrostatica della pressione, sia allaspinta dinamica, legata
invece alla componente dinamica della pressione. Quest’ultima è responsabile del fenomeno della
planata, un effetto importante in una imbarcazione di canottaggio,che però non viene considerata
nella parte del lavoro riportata in questo rapporto. Inoltre, la distribuzione istantanea della pressione
contribuisce alla resistenza d’onda e alla resistenza di forma, che in questo lavoro sono state modellate
nel modo illustrato nel paragrafo precedente. La pressioneè anche la principale responsabile della
componente di dissipazione legata ai moti secondari, che qui viene calcolata come illustrato nella
Sezione 3.

In questo paragrafo si descrive tuttavia in tutta generalità come si può calcolare la risultante
e il momento dovuto alla azione della pressione anche nel modello dinamico qui proposto è stata
implementata nel modo qui di seguito descritto solo la componente idrostatica.

Indichiamo conΓ̃ la superficie esternadello scafo nellaconfigurazione di riferimento. Come
già precisato la configurazione di riferimento corrispondeallo scafo fermo e a pieno carico e con
φ = φ0 corrispondente all’angolo di “equilibrio statico”. Convenzionalmente (e senza perdita di
generalità) supporremo che al tempot = 0 l’imbarcazione si trovi nella configurazione di riferimento
ed indicheremo con il pedice0 le quantità relative a tale configurazione, ed in particolare prenderemo
Gc

0 = (0, 0, Gc
Z )).

14



Senza perdita di generalità supporremo cheΓ̃ sia descritta parametricamente nel sistema di coor-
dinate solidali alla imbarcazione, cioè,

Γ̃ = {x ∈ R
3 : x = r(u), u ∈ S ⊂ R

2},

doveu in punto del cosiddettopiano parametricoS è un dominio limitato di tale piano.

Nota 7 Il fatto di assumere una rappresentazione parametrica non èlimitativa, nel senso che una
rappresentazione esplicita della superficie del tipoz = ψ(x, y) ricade nel caso generale, purchè si

pongau = x, v = y e



x
y
z


 (u, v) =




u
v

ψ(u, v)


. In questo casor(u) =




u
v

ψ(u, v)


.

Sia oraH(X) la funzione definita come

H(z) =

{
1 sez ≥ 0

0 sez < 0

Tornerà utile nel seguito, per semplificare le formule, introdurre anche le seguenti notazioni,

Q(t,X) = η(t,X, Y ) − Z, q(X) = h(X,Y ) − Z (34)

che definiscono per ognit > 0 la profondità rispettivamente dal pelo libero dinamico e daquello “con-
gelato” nello stato d’onda (stazionaria) di riferimento. Chiameremo quest’ultimaquota di riferimento,
nel sistema assoluto.
Useremo inoltre le notazioni seguenti per indicare tali quote nel sistema solidale allo scafo

Q̃(t,x) = Q(X(t,x)), q̃(t,x) = q(X(t,x)) = h(x, y) + x sinφ(t) − z cosφ(t) −Gc
Z(t),

mentre indicheremo coñq0(x) = h(x, y) + x sinφ0 − z cosφ0 − Gc
Z,0 la quota di riferimento nella

configurazione di riferimento (nel sistema relativo).

Nota 8 Si noti comẽq0 non dipenda dal tempo, mentrẽq cambia nel tempo a causa dei movimenti
secondari della imbarcazione. Infine,q è stazionaria grazie alla scelta opportuna del sistema di
riferimento assoluto(O;X,Y,Z), che, ripetiamo, è un sistema che si muove rispetto alla “riva” di
modo traslatorio uniforme con velocità pari alla velocità media della imbarcazione. In altre parole,
Q e q sono le quote dal pelo libero effettivo e da quello di riferimento misurate da un osservatore
che si muova lungo il canale di regata alla velocità media dell’imbarcazione.q(X) non dipende dal
tempo in quanto l’onda di riferimento è stazionaria rispetto a tale osservatore.̃Q e q̃ sono le stesse
quote, ma misurate nel sistema di coordinate “dai vogatori”. Anche se il pelo libero è stazionariõq
non lo è a causa dei movimenti di beccheggio e di accelerazione dello scafo.

Durante il moto la superficie si trasforma secondo le leggi del moto rigido, e quindi, seφ(t) è
l’angolo di beccheggio al tempot > 0 eGc(t) la corrispondente posizione del baricentro dello scafo,
un puntox ∈ Γ̃ si trasforma nel puntoX(t,x) dellasuperficie correntesecondo la legge

X = X(t,x) = RT (φ(t))(x −Gc
0) + Gc(t).
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h0
η h

η − h

Figura 9: Diversi tipi di “pelo libero”.h0 è il pelo libero indisturbato, a quota costante;h = h(X,Y ) è
il pelo libero di riferimento, stazionario rispetto al sistema di riferimento assoluto scelto e dipendente
dalla velocità media;η = η(t,X, Y ) è il pelo libero corrente, che dipende dal movimento effettivo
dello scafo (e quindi anche dai moti secondari).

Quindi la superficie esterna dell’imbarcazione nellaconfigurazione corrente, Γ(t), può essere
definita per ognit ≥ 0 come

Γ(t) = {X : X = X(t,x), x ∈ Γ̃}. (35)

Alternativamente, potremmo definirla facendo riferimentoal piano parametrico,

Γ(t) = {X : X = X(t, r(u)), u ∈ S}. (36)

La sua parte bagnata è data da

Γb(t) = {X(t) ∈ Γ(t) : H(Q(t,X)) = 1}. (37)

La superficie bagnataal tempot riportata nella configurazione di riferimento è allora datada

Γ̃b
t = {x ∈ Γ̃ : H(Q̃(t,x)) = 1} (38)

mentre lasuperficie bagnatadi riferimento è

Γ̃b
0 = {x ∈ Γ̃ : H(q̃0(x)) = 1} (39)

Si ricorda la seguente regola per l’integrazione su superfici parametriche,
∫

Γ(t)
f(x)dγ =

∫

S
f(r(u))J(t,u)dudv

con J(t,u) =
∥∥∥∂X(t,r(u))

∂u × ∂X(t,r(u))
∂v

∥∥∥. Dato che la trasformazione è rigida, si ha che, per ogni
t ≥ 0,

J(t,X(t, r(u)) = J0(u) =

∥∥∥∥
∂r(u)

∂u
× ∂r(u)

∂v

∥∥∥∥ .

A meno del segno, la normale esterna al puntox = r(u) è

n(x) =

∂r(u)

∂u
× ∂r(u)

∂v
J0(u)

.
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D’altra parte essendo il moto rigido, la normaleN nel punto corrispondenteX = X(t,x) è data dalla
relazione

N(X) = RT (φ)n(x),

per un dato angolo di beccheggioφ.
Per convenzione, adotteremo per la normale il versoesternoalla superficie dell’imbarcazione. In

altre paroleN è orientata “verso l’acqua”.

Nota 9 Negli integrali la dipendenza din eN rispettivamente dax eX sarà normalmente sottointe-
sa.

Da un punto di vista pratico può essere conveniente calcolare un integrale sulla superficie bagnata
trasformandolo in un integrale su tutta la superficie, sfruttando il fatto che

∫

Γb(t)
f(X)dγ =

∫

Γ(t)
f(X)H(Q(t,X))dγ. (40)

Le forze idrauliche che consideriamo qui sono quelle dovuteall’azione della pressione sulla su-
perficie bagnata dello scafo. Indicando conρ la densità dell’acqua, la pressione verrà suddivisa in una
parteidrostatica di riferimentopari a

ph = ph(X) = ρgq(X),

una parte dovuta al differenziale idrostatico causato dalle onde generate dai moti secondari,

pη(t,X) = ρg(Q(t,X) − q(X)) = ρg(η(t,X, Y ) − h(X,Y ))

e in una partedinamicapd = pd(t,X). Quindi

p(t,X) = ph(X) + pη(t,X) + pd(t,X).

Si ha quindi, mettendo in evidenza la dipendenza delle variabili dal tempot e dalla posizione,

Fa
p(t) = −ρg

∫

Γb(t)
q(X)Ndγ − ρg

∫

Γb(t)
(η(t,X, Y ) − h(X,Y ))Ndγ−

−
∫

Γb(t)
pd(t,X)Ndγ = Fa

h(t) + Fa
η(t) + Fa

d(t) (41)

mentre

Ma
p (t) = −ρg

∫

Γb(t)
q(X)(X − Gc(t)) × Ndγ

− ρg

∫

Γb(t)
(η(t,X, Y ) − h(X,Y ))(X − Gc(t)) × Ndγ

−
∫

Γ(t)
pd(t,X)(X − Gc(t)) × Ndγ = Ma

si(t) +Ma
η (t) +Ma

d (t) (42)

I termini idrostatici Fa
h, eMa

h sono chiaramenteconservativi, dato che dipendono esclusivamente
dalla posizione istantanea dell’imbarcazione; mentreFa

d,Ma
d , Fa

η eMa
η contengano anche dei termini
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dissipativi dovuti sia alla resistenza di forma e resistenza d’onda già trattate in precedenza, sia do-
vuti alla propagazione ondosa secondaria indotta dal movimenti di ’accelerazione’, affondamento’ e
’beccheggio’ dell’imbarcazione.

Esaminiamo qui più nel dettaglio il termineFa
h. Esso è un termine olonomo (la sua dipendenza in

tempo è solo legata al moto dell’imbarcazione, essendo il pelo libero “congelato”nella sua configura-
zione di riferimento). Ricordando le leggi che legano la trasformazione del moto rigido, l’espressione
(40) e la definizione delle funzioniq eQ in (34), possiamo ricondurci a un integrale sulla superficie
di riferimento

Fa
h(t) = −ρg

∫

eΓ
H[q(t,x)]q̃(t,x)RT (φ(t))ndγ.

La forza agli scalmi

Si considerino ora i termini relativi alle forze introdottenel sistema dai vogatori. Durante una regata,
sia il numero di colpi che la forza esercitata sul remo può variare considerabilmente. Indicheremo con
r il numero di colpi al minuto, che, nella presente trattazione nella quale viene preso a riferimento
la configurazionequattro di coppia, si ipotizza essere pari a39.5. Si assume inoltre la costanza del
valore massimo della forza esercitata. Misurazioni su remoergometri danno le espressioni seguenti
per la forza su ogni coppia di scalmi:

f si

x = Fmax
x sin2(

πt

τ1
) (43)

f si

z = Fmax
z sin2(

πt

τ1
). (44)

Valori tipici sonoFmax
x = 1200 [N ] eFmax

z = 200 [N ].
La stima del valore del valoreτ1, che rappresenta lafase attiva della remata, è stata ricavata dall’in-
terpolazione di dati ricavati da diverse fonti.

In particolare, la formula da qui usata è

τ1 = 0.00015625(r − 24)2 − 0.008125(r − 24) + 0.8.

Perr = 39.5, questa equazione assume il valore diτ1 = 0.711 [s], in accordo con il valoreτ1 = 0.7
trovato da da Brearley e de Mestre dall’analisi di filmati di imbarcazioni con otto vogatori, e riportato
in [?].

Di conseguenza si ricava il tempo di richiamo, pari a[?, ?]

τ2 =
60 − τ1r

r
.

Le forze inerziali: leggi di movimento del vogatore

Nella scrittura del sistema compaiono i terminigvi

, ġvi

e g̈vi

che descrivono la cinematica dei vogatori;
l’espressione di questi e’ stata ricavata dall’osservazione diretta dell’atleta, considerando il baricentro
fisso nel busto: sapendo che circa2/3 del peso è distribuito in quest’ultimo, si può ritenere accettabile
tale approssimazione. Le relazioni che forniremo sono espresse nel sistema di riferomento solidale,
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ma con origine nellaalla posizione della pedana, o, più precisamente, rispetto al piede del vogatore.
Per evitare malintesi useremo il simbolõ per indicare le posizioni rispetto a questo sistema di
riferimento. Va da se che le velocità e le accelerazioni non sono affette da questo cambio di origine.

Indicheremo conLc la corsa del carrello, σ la rotazione cinematica del vogatore, Lg lo sposta-
mento del baricentro del vogatore relativamente all’anca (schienata)e, infine, si indicherà ancora
con τ1 il tempo di fase attiva della rematae conτ2 = T − τ1 il tempo di richiamo. La remata è
caratterizzata dar colpi al minuto e quindi da un periodo complessivo (in secondi) pari aT = 60/r.

Lípotesi semplificativa è che il moto del baricentro del vogatore possa essere descritto da una
ellisse[?] ruotata dell’angoloσ e che percorre nel periodo la distanzaLc + Lg lungo l’assex. Il
semiasse inferiore della ellisse viene preso di lunghezza pari aLg. Il centro della ellisse viene posto a
x̃0 = (Lc + Lg)/2 e z̃0 = 4Lg. La formula generale della elisse sarà dunque data da

x̃(θ) = x̃0 + ax cos(θ) cos(σ) − az sin(θ) sin(σ)

z̃(θ) = z̃0 + ax cos(θ) sin(σ) + az sin(θ) cos(σ),

doveax = (Lc + Lg)/2, az = Lg eσ è stato assunto pari a5/75.
Si suppone poi che l’ellisse venga percorsa insenso orarioa partire dal punto corrispondente a

θ = −π, da cui ha inizio lafase attiva della remata, di durataτ1. La fase passiva, anche dettadi
recupero, inizia nella posizione corrispondente aθ = 0, per continuare fino alla fine del ciclo, in un
tempo pari aτ2 = T − τ1. Chiaramente, il moto è periodico di periodoT

Le formule utilizzate in un singolo periodo0 ≤ t ≤ T sono dunque le seguenti

g̃v
x(t) = x̃0 + ax cos(θ(t)) cos(σ) − az sin(θ(t)) sin(σ),

g̃v
x(t) = z̃0 + ax cos(θ(t)) sin(σ) + az sin(θ(t)) cos(σ),

dg̃v
x

dt
(t) = [−ax sin(θ(t)) cos(σ) − az cos(θ(t)) sin(σ)] θ̇,

dg̃v
z

dt
(t) = [−ax sin(θ(t)) sin(σ) + az cos(θ(t)) cos(σ)] θ̇,

d2g̃v
x

dt2
(t) = [−ax cos(θ(t)) cos(σ) + az sin(θ(t)) sin(σ)] θ̈,

d2g̃v
z

dt2
(t) = [−ax cos(θ(t)) sin(σ) − az sin(θ(t)) cos(σ)] θ̈.

dove

0 ≤ t ≤ τ1 →





θ(t) = −π( t
τ1

+ 1)

θ̇ = − π
τ1

θ̈ =
(

π
τ1

)2
; τ1 < t ≤ T →





θ(t) = −π( t−τ1+τ2
τ2

+ 1)

θ̇ = − π
τ2

θ̈ =
(

π
τ2

)2

La traiettoria assieme alle velocità e alle accelerazioni corrispondenti sono riportati in Figura 10

2.6 Implementazione del modello dinamico

I sistemi dinamici qui discussi sono governati da sistemi diequazioni differenziali del second’ordine
ai valori iniziali. Sono stati risolti trasformandoli in sistemi equivalenti del prim’ordine. Questo
permette di utilizzare una larga varietà di schemi numericisviluppati per problemi di questo tipo.
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Figura 10: Grafico del movimento del busto del vogatore, con relative spostamenti, velocità e
accelerazioni lungox ez.
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In particolare abbiamo utilizzato schemi numerici a disposizione sia nelle librerieODEPACK[?], che
nelle librerie GSL[?].

Il nostro problema verrà riscritto nella forma generale seguente

A(t,y(t))
dy

dt
(t) = B(t,y(t)), t > 0 (45)

con opportune condizioni inizialiy(0) = y0. Spesso librerie per la risoluzione di sistemi ODE del
prim’ordine prevedono il sistema nella forma

dy

dt
(t) = F(t,y(t)), t > 0.

Per ricondurre (45) a tale forma occorre invertire la matriceA. Infatti si può porre

F(t,y) = A−1(t)B(t,y).

Notiamo che sia per il modello della dinamica del solo scafo che quello “scafo+vogatori” la matrice
A ha la seguente decomposizione a blocchi (di dimensione3 × 3)

A =

[
L 0

0 I

]

La sua inversa è quindi

A−1 =

[
L−1 0

0 I

]
.

Nota 10 Si noti che la matriceA è, per tutti i modelli qui considerati,simmetrica. Infatti anche per
la il modello retto dalle equazioni (28) si ha cheL13 = L31 eL23 = L32.

I modelli che prenderemo a riferimento sono quelli descritti rispettivamente nelle Sezioni 2.3 e 2.4.
Rimane però da analizzare il contributo dei moti secondari,che abbiamo indicato precedentemente
conDa eMa

D e che non sono stati ancora dettagliati. In effetti ci si attende che tali termini forniscano
due tipi di contributi. Il primo, proporzionale alla velocità, è un effetto propriamente dissipativo. Il
secondo, proporzionale invece alla accelerazione rappresenta quello che viene comunemente chiamato
massa aggiunta. Essendo proporzionale alla accelerazione va effettivamente a contribuire al membro
di sinistra di (45), modificando la matriceA. Per esaminare la cose più in dettaglio presentiamo una
metodologia per il calcolo di tali termini.

3 Calcolo delle interazione fluidodinamica tramite un modello a poten-
ziale

L’interazione tra l’imbarcazione e l’acqua è un fenomeno complesso. Pur tuttavia, attraverso del-
le ipotesi ragionevoli è possibile ricondursi ad un modelloche permette di calcolarne gli effetti sul
sistema dinamico.

Abbiamo visto come sia possibile calcolare la forza ed i momenti idrostatici, ci concentriamo ora
sugli effetti dinamici.

Considereremo solo i moti secondari, quindi non tratteremoqui gli effetti di resistenza che l’im-
barcazione offre al moto medio, e faremo le ipotesi seguenti:
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• La lunghezza delle onde generate dal’imbarcazione a causa dei moti secondari è comparabile
con la lunghezza dell’imbarcazione stessa;

• L’ampiezza dell’onda generata è piccola rispetto alla lunghezza dell’imbarcazione.

Entrambe le ipotesi sono necessarie per la procedura di linearizzazione che illustreremo nel segui-
to. In particolare esse hanno come conseguenza che la “pendenza” dell’ondaǫ = κA, espressa come
il prodotto del numero d’ondaκ per l’ampiezza dell’ondaA sia piccola.

Mentre la seconda ipotesi sembra ragionevole, la prima è piùdubbia. Pur tuttavia, si ritiene che il
metodo linearizzato possa fornire dei risultati accettabili anche quando solo l’ipotesi di onde di piccola
ampiezza sia pienamente rispettata. D’altra parte il caso piu‘generale può essere risolto solo con uno
schema d’accoppiamento fluido-struttura non lineare e quindi molto costoso dal punto di vista dei
tempi di calcolo. La trattazione dei prossimi paragrafi segue quanto indicato nel Capitolo 7 di [?].

Indicheremo conυ = [υ1, υ2, υ3]
T = [Gc

X , G
c
Z , φ]T il vettore delle incognite del sistema dinami-

co, mentreN = [N1,N2,N3]
T = [NX ,NZ ,−XNz + ZNX ]T è il vettore dellanormale generaliz-

zata, un utile artifizio ideato per trattare formalmente nello stesso modo l’equazione del moto lineare
e quella del moto angolare.

Si presupponeun moto periodicodi periodoT e si indica conω la velocitàangolare di un mo-
to armonico associato a tale periodo. Il valoreω = 2π

T rappresenta lavelocità angolare del modo
fondamentale. Si ipotizza inoltre che il moto dell’acqua dovuto ai moti secondari siairrotazionale, e
quindi che la velocità dell’acquau dovuta ai moti secondari sia rappresentabile tramite un potenziale:
u = ∇ψ, essendoψ = ψ(t,X, Y, Z) una funzionesolenoidale, cioè soddisfacente∆ψ = 0 suΩ e
∀t, a causa della equazione di continuità.

Inoltre si suppone che la pressione dinamicapd sia ricavabile dallaequazione di Bernoulli gene-
ralizzata, trascurando quindii termini non lineari[?]. Si ha dunque

pd = −ρ∂ψ
∂t
.

La forza (e il momento) dovuti alla pressione dinamica, indicati comeFd = [F d
X , F

d
Z ,M

d
Y ], si

possono esprimere in forma compatta, grazie alla notazioneadottata, come segue:

F = ρ

∫

Γb

0

∂ψ

∂t
N dγ. (46)

Questa relazione mette in luce l’altra ipotesi alla base della seguente derivazione: il considerare
l’imbarcazione nella posizione di riferimento e pelo libero indisturbato. Si ignora quindi l’effetto
della variazione di superficie bagnata dovuto al movimento del pelo libero causato dal moto stesso
dell’imbarcazione.

Le forze in (46) hanno un effetto duplice sulla dinamica dell’imbarcazione: possono infatti essere
scomposte come somma di due termini:

• Termine di massa aggiunta.Direttamente proporzionale alla accelerazione dell’imbarcazione,
ha l’effetto di renderla apparentemente più “pesante”;

• Termine di smorzamento.Questo termine è invece propozionale alla velocità dei motisecondari
ed è il responsabile della dissipazione energetica legata atali moti.
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3.1 Calcolo del moto a potenziale

Si assume un moto periodico rappresentabile come una serie di moti armonici la cui velocità angolare è
multipla di quella fondamentale. Possiamo quindi considerare un generico modo, di velocità angolare
ω, e scrivere

υs(t,X) = Re(Υs(X)e−iωt), s = 1, 2, 3, ψ(t,X) = Re (Ψ(X)e−iωt), (47)

dovei =
√
−1 mentreΥs eΨ sono funzioni a valori complessi della sola variabile spaziale. Abbiamo

indicato conRe(z) la parte reale del numero complessoz, mentreIm(z) ne è la parte immaginaria.

Il potenziale complessoΨ può essere a sua volta espresso come composizione di tre fattori
proporzionali alle componenti della velocità del moto secondarioΥs, i.e

Ψ =
3∑

s=1

ΥsΨs. (48)

Per illustrare come calcolareΨs, consideriamo la Figura 11. Per semplicità abbiamo posto l’o-
rigine del sistema di riferimento in corrispondenza al baricentro nella configurazione di riferimen-
to dell’imbarcazione. Il dominioΩ è un dominio illimitato formato dalla striscia tridimensionale
R

2 × [h, h − H], a cui è stata sottratta l’imbarcazione. Quih indica la quota del pelo libero (indi-
sturbato) eH l’altezza del canale (assunta costante). Il bordo del dominio Ω è quindi formato dalla
superficie bagnata della canoaΓb

0, dal fondaleΓf e dalla superficie liberaΓw. Si suppone che i bor-
di laterali del campo di regata siano sufficientemente lontani da poterne trascurare gli effetti. Per il
seguito si considererà anche il dominio limitatoΩ̂, ottenuto intersecandoΩ con un cilindro ad asse
verticale passante per il baricentro dell’imbarcazione e di raggioR >> L. Indicheremo conΣ la
parte di∂Ω̂ corrispondente alla superficie laterale del cilindro e conr =

√
X2 + Y 2 la coordinata

radiale.

Γw

Γf

H

R

R

Σ

Σ
Ω

Ω

Ω

Ω

cG
x

z

Figura 11: Dominio computazionale per il calcolo del potenziale.
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La funzioneΨs soddisfa il problema differenziale seguente

−∆Ψs = 0 in Ω (49a)

∂Ψs

∂Z
= 0 suΓf (49b)

∂Ψs

∂Z
− ω2

g
Ψs = 0 suΓw (49c)

∂Ψs

∂n
= Ns suΓb

0 (49d)

r
1

2

(
∂Ψs

∂r
− iκΨs

)
→ 0 perr → ∞ (49e)

La condizione (49d) legaΨs alla geometria dalla canoa. La condizione (49e) è la condizione di
decadimento all’infinito. Quiκ è il numero d’onda che puo‘essere calcolato come la sola radice reale
della equazione di dispersione

k tanh(kH) =
ω2

g
.

Nella ipotesi cheκH = 2πH
λ >> 1 (onde corte rispetto alla profondità del bacino) si può porre in

prima approssimazioneκ = ω2

g .
Chiaramente la formulazione (49) non è la più adatta per una risoluzione numerica, una alternativa

è rappresentata dal formulare il problema inΩ̂. Occorre però trovare il modo di trasformare la condi-
zione di decadimento in una opportunacondizione di radiazionesulla interfacciaΣ. Questa tecnica è
alla base dei metodilocalisedo hybrid finite elements[?, ?] e dei metodilocalised boundary element
[?, ?].

Il problema (49) viene rimpiazzato dal seguente,

−∆Ψs = 0 in Ω̂ (50a)

∂Ψs

∂Z
= 0 suΓ̂f (50b)

∂Ψs

∂Z
− ω2

g
Ψs = 0 suΓ̂w (50c)

∂Ψs

∂n
= Ns suΓb

0 (50d)

∂Ψs

∂n
= −C(Ψs) suΣ (50e)

Qui C è la mappaDirichlet-Neumannche associa alla traccia diΨs suΣ la derivata normale∂Ψs

∂n tale

per cui la soluzione del problema (50) sia la restrizione aΩ̂ della soluzione del problema (49).
Chiaramente tutta la difficoltà ora risiede nella costruzione dell’operatoreC. Vi sono due pos-

sibilità: o ricorrere, dove possibile, a formulazioni analitiche, disponibili tipicamente come serie di
speciali autofunzioni, o approssimareC risolvendo un problema differenziale molto simile a (49) sul
dominio complementareΩ∗ = Ω \ Ω̂, che, a causa della geometria semplice diΩ∗, può essere risolto
più facilmente del problema (49). Omettiamo maggiori dettagli rimandando alla letteratura citata.

Un modello ulteriormente semplificato

Se la superficieΣ è sufficientemente lontana dall’imbarcazione (i.e.R >> L) allora le condizioni di
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radiazione possono essere semplificate rimpiazzando (50e)con

∂Ψs

∂n
= iκΨs. (51)

In questo caso se scriviamoΨs = αs + iβs essendoαs eβs due funzioni scalari in̂Ω, si ha che (50)
può essere riscritta nella forma

−∆αs = 0 −∆βs = 0 in Ω̂ (52a)

∂αs

∂Z
= 0

∂βs

∂Z
= 0 suΓ̂f (52b)

∂αs

∂Z
− ω2

g
αs = 0

∂βs

∂Z
− ω2

g
αs = 0 suΓ̂w (52c)

∂αs

∂n
= Ns

∂βs

∂n
= 0 suΓb

0 (52d)

∂αs

∂n
= −κβ ∂βs

∂n
= κα suΣ (52e)

3.2 Massa aggiunta e matrice di smorzamento

Una volta calcolatoΨs, pers = 1, 2, 3 (per un datoω) è possibile calcolare le seguenti quantità [?]:

Matrice di massa aggiunta. La matriceM il cui termine generico è dato da

Mst = ρ

∫

Γb

0

Re (Ψs)Ntdγ, s, t = 1, 2, 3 (53)

È una matrice simmetrica definita positiva [?, Cap. 7].

Matrice di smorzamento. La matriceS il cui termine generico è dato da

Sst = ρω

∫

Γb

0

Im (Ψs)Ntdγ, s, t = 1, 2, 3 (54)

È una matrice simmetrica semidefinita positiva [?, Cap 7]. Si può anche calcolare con un integrale su
Σ della forma

Sst = ρωκ

∫

Σ
ΨsΨtdγ, s, t = 1, 2, 3 (55)

essendoΨt il complesso coniugato diΨt. Si può mostrare che se le condizioni di radiazione sono
rispettate esattamente il termine a destra di 55 è effettivamente un numero reale per tutti glis e t.

3.3 Il sistema dinamico modificato

La massa aggiunta e il coefficiente di smorzamento calcolatidalla procedura precedentemente illu-
strata dipendono daω. Dato che il moto armonico è la composizione di moti elementari a velocità
angolari multiple della velocità angolare fondamentale, per valutare come i tali termini entrino nella
equazione della dinamica dello scafo occorrerebe trasformarla nel dominio della frequenze. A causa
della non-linearità di molti dei termini questo è improponibile.
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Si propone quindi di considerare il modo fondamentale come il principale modo di vibrazione e
quindi utilizzare le matrici di massa e di smorzamento calcolate perω = 2π

T .
La modifica del sistema (45) per tenere conto della massa aggiunta e della matrice di smorzamento

è la seguente:

Â(t)
dy

dt
(t) = B̂a(y(t)) + B(t,y(t)), (56)

con

Âst = Ast + Mst B̂a
s = −

3∑

i=1

Ssiyi s, t = 1, 2, 3.

4 Un esempio

Si illustra un esempio di calcolo del sistema dinamico. Abbiamo preso a riferimento due configurazio-
ni geometriche di canoa: la prima, che denoteremoStampo25è la configurazione quattro-con di cui
sono disponibili prove sperimentali svolte presso l’INSEAN, la seconda, che denotiamoStampo25-2,
ne rappresenta una lieve modifica.

Per entrambe le configurazioni sono state adottati i seguenti parametri

Sistema di riferimento assoluto (OXYZ) X lungo l’asse dell’imbarcazione, da prua
verso poppa.Z=0 coincidente con il pia-
no superiore della canoa.Y=0 piano di
simmetria.

Pelo libero di riferimento h=-0.11 m. Pelo libero a 11 centimetri dal
bordo superiore dell’imbarcazione.

Configurazione di riferimento dell’imbar-
cazione

Piano superiore orizzontale aZ = 0.

E‘ stato calcolato il baricentro del solo scafo, nella ipotesi che il peso sia uniformemente distri-
buito, ottenendo, nella configurazione di riferimento

Stampo25 Stampo25-2
Gc

X,0 = 6.383m, Gc
Z,0 = −0.141m Gc

X,0 = 0.1472,Gc
Z,0 = −0.135

La differenza nella coordinataX è sopratutto dovuta al diverso posizionamento dell’origine degli
assi nei due files di input della geometria. La differenza inZ, invece, è solo legata alla diversa
geometria. La posizione del baricentro è chiaramente importante per la determinazione del momento
lungo l’asseY .

Per verificare come si comportano le forze idrostatiche al variare dell’assetto dell’imbarcazione
le forze e momenti sono stati calcolati a partire da una triangolazione della superficie della imbar-
cazione, usando le tecniche illustrate in Sezione 2.5. Lo scafo e‘stata quindi spostata verticalmente
nell’intervalloGc

Z ∈ [Gc
Z,0−δGz , G

c
Z,0 +δGz] conδGz = 0.11m, e l’angolo di beccheggioΦ è stato

variato nell’intervalloΦ ∈ [−2,+2] (gradi centigradi).
Le figure 12 e 13 illustrano la forze di galleggiamentoFZ e il momentoMY dovute alle sole forze

idrostatiche per le due configurazioni al variare diGc
Z e Φ. La figura 14 mostra invece le differenze

tra le due configurazioni.
Si può notare come la configurazione modificata opponga un momento idrostatico più elevato

per Φ negativi rispetto al modello originale. Tale tendenza è piùforte per∆GZ = Gc
Z − Gc

Z,0

26



−0.2
−0.15

−0.1
−0.05

0
0.05

0.1
0.15

−2

−1

0

1

2
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

∆ Gz (m)

Canoa:  Stampo
2
5

Φ (gradi)

F
z 

(N
)

−0.2
−0.15

−0.1
−0.05

0
0.05

0.1
0.15

−2

−1

0

1

2
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

∆ Gz (m)

Canoa:  Stampo
2
5

2

Φ (gradi)

F
z 

(N
)

Figura 12: Risultante verticaleFZ per lo Stampo25 (sx) e lo stampo modificato Stampo25-2 (dx) per
diversi valori di∆GZ = Gc

Z −Gc
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−0.2
−0.15

−0.1
−0.05

0
0.05

0.1
0.15

−2

−1

0

1

2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x 10
4

∆ Gz (m)

Canoa:  Stampo
2
5

Φ (gradi)

M
om

en
to

 (
N

*m
2 )

−0.2
−0.15

−0.1
−0.05

0
0.05

0.1
0.15

−2

−1

0

1

2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x 10
4

∆ Gz (m)

Canoa:  Stampo
2
5

2

Φ (gradi)

M
om

en
to

 (
N

*m
2 )
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Figura 14: Differenza tra lo scafo Stampo25-2 e lo scafo Stampo25 nelle forze idrostatiche verticali
FZ per lo Stampo25 (sx) e il momento (dx), plottata per diversi valori di ∆GZ = Gc

Z −Gc
Z,0 e diΦ.

negativi, cioè quando l’imbarcazione è più “affondata”. D’altra parte∆FZ = FZ(Stampo25-2) −
FZ(Stampo25) è sempre negativo, il che indica che lo stampo modificato avrà, a parità di peso, un
affondamento maggiore. In effetti se, aΦ = 0 si ha la situazione di equilibrio nella configurazione
di riferimento per lo Stampo-25, tale condizione si raggiunge nello Stampo25-2 con l’imbarcazione
affondata di quasi un centimetro in più (0.93 cm per l’esattezza). Per ogni stampo sono state mante-
nute costanti le distanze degli elementi costituenti l’imbarcazione (bracciolo, scalmiera, carrello) e di
seguito se ne fa una breve descrizione.

Piu precisamente, dalla prua si parte con 404cm e si trova il primo bracciolo, il secondo poi a 68cm
da questo, quindi a 138 dal primo, e così via per quattro banchi. Il banco, cioè la posizione che occupa
l’atleta, è compresa tra il bracciolo uno e tre, e via così dicendo. La numerazione dei braccioli va da
uno a quanti necessari in funzione del numero di atleti a bordo. In pratica il primo bracciolo individua
la partenza della posizione entro cui si muove l’atleta. Il secondo, dettofilo banco, rappresenta la
separazione tra la zona dove si siede l’atleta con quella dove è la pedana. Così dalla prua, dato la
misura del primo bracciolo, si aggiunge 138cm per individuare il primo bracciolo del secondo atleta,
il quarto in numerazione FISA, e così via.

Sul primo bracciolo si trova la trave in compressione, nel secondo la travatura che regge il carico
verso il basso e la compressione verso il centro, il terzo sostiene quello che viene detto 5◦ tubo,
in trazione. La distanza dal piano di simmetria del perno della scalmiera, che trasferisce il carico
dal remo alla travatura reticolare componente i bracci portascalmiera di cui sopra, varia tracoppia
e punta. Nella prima l’interasse tra i due bracci speculari rispetto al piano di simmetria della barca,
vale 158cm. Nella punta la distanza tra detto piano e la scalmiera vale 84cm. Il remo si appoggia
sulla scalmiera che giace su un piano posto a 210mm per la coppia e 180mm per la punta dal piano
contenente il baricentro dell’imbarcazione più bracci.

Si sono quindi calcolate le matrici di massa aggiunta e di smorzamento, Per lo Stampo25 per
esempio,Sst vale




1.609e + 00 −6.033e − 01 1.137e + 02
−6.033e − 01 1.108e + 03 1.045e + 02
1.137e + 02 1.045e + 02 9.387e + 03


 .

La figura 15 fornisce i confronti della dinamica dei sue scafi con e senza la matrice di smorzamento.
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Figura 15: Confronto dinamiche con e senza matrice di smorzamento

5 Calcolo dell’interazione fluidodinamica tramite un modello Navier-
Stokes a superficie libera

Un soluzione più accurata del problema in esame può essere ottenuta risolvendo il campo fluidodina-
mico attraverso un modello più complesso di quello a potenziale.
Controindicazioni legate alla soluzione di modelli più complessi vengono dall’inevitabile aggravio in
termini di costo computazionale ed all’eventuale necessità di ricorrere ad un solutore commerciale, la
quale obbliga a definire un opportuno modello di accoppiamento con il solutore della dinamica della
canoa.

5.1 La soluzione del fluido ai volumi finiti

La soluzione del campo fluido attraverso il metodo dei volumifiniti può essere affrontata ricorren-
do alle equazioni di Navier-Stokes nella loro formulazionein termini di grandezze medie (Reynolds
Averaged Navier-Stokes Equations). Tali equazioni hanno la forma seguente:

d

dt

∫

V
ρ(x)dV +

∫

S
ρ(x)(v − vs) · ds = 0 (57a)

d

dt

∫

V
ρ(x)vdV +

∫

S
ρ(x)v(v − vs) · ds =

∫

S
T · ds +

∫

V
fbdV (57b)

il sistema appena scritto necessita dell’aggiunta di equazioni per introdurre la turbolenza e nel caso di
problemi in presenza di superficie libera come il nostro di unopportuno metodo per il tracciamento di
tale superficie.
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Si propone la risoluzione della parte turbolenta attraverso un modello k-ε, governato dalle equazioni
di trasporto per le quantità turbolente k edε

d

dt

∫

V
ρkdV +

∫

S
ρk(v − vs) · ds =

∫

S
qk · ds +

∫

V
(P + PB − ρε)dV (58a)

d

dt

∫

V
ρεdV +

∫

S
ρε(v − vs) · ds =

∫

S
qε · ds

+

∫

V

(
C1P

ε

k
− C2ρ

ε2

k
+ C3 max(PB , 0)

ε

k
− C4ρεdivv

)
dV (58b)

Nell’approccioVOF (Volume of Fluid) si risolvono le equazioni sia per la parte sommersa che per
quella emersa dello scafo. La separazione tra i due fluidi aria e acqua è data tramite una funzione
c, detta frazione di volume, che convenzionalmente vale 1 mell’acqua e 0 nell’aria. L’equazione di
trasporto per la frazione di volumec è data da

∂c

∂t
+ v · gradc = 0 (59)

5.2 L’accoppiamento tra il fluido e la struttura

Si ha un problema di interazione fluido-struttura quando le configurazioni di equilibrio della struttura
e del fluido nella quale è immersa sono funzioni una dell’altra. Il sistema di equazioni che governano
il problema in esame risulta essere composto da:

• le equazioni di Navier-Stokes nella formulazioni incomprimibile per fluidi bifase

• le equazioni associate al modello di turbolenza k-ε

• l’equazione di trasporto per la concentrazione che definisce la superficie libera:

• le equazioni di governo del sistema dinamico

le incognite del sistema sono:

• per la parte fluida le 3 componenti del vettore velocità, la pressione, le variabili associate al
modello di turbolenza e la concentrazione:

u(x), v(x), w(x), p(x), k(x), ε(x), c(x)

• la posizione e la velocità del baricentro della canoa, cioè quello che abbiamo chamatoy.

La soluzione è molto onerosa essendo il sistema completamente accoppiato. Una volta discre-
tizzato può essere scritto in forma compatta adottando la formulazione ALE (Arbitrary Lagrangian
Eulerian) come:

d

dt
(S(x)W) + Fc(W,x(y), ẋ(y)) = R(W(t)) (60)

A
dy

dt
= F(fext(W(x))) (61)
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dove l’equazione (60) descrive il comportamento del fluido nella formulazione ALE mentre l’equa-
zione (61) descrive il comportamento della struttura;x rappresenta il vettore posizione (oppure spo-
stamento a seconda dello contesto in cui è scritta l’equazione) dei punti della griglia mobile,W
rappresenta il vettore di stato del fluido,S è l’operatore associato alla discretizzazione ai volumi finiti
(oppure agli elementi finiti) delle equazioni del fluido,Fc = F − ẋW è il vettore dei flussi convettivi
nella formulazione ALE,F è il vettore dei flussi convettivi mentreR è il vettore dei flussi diffusivi;
u è il vettore spostamento associato agli elementi che compongono la strutturaM eK sono rispetti-
vamente la matrice di massa e di rigidezza associate alla discretizzazione della struttura sottoposta al
vettore forze esternef ext.
La soluzione di tale sistema è difficile in quanto nella gran parte dei casi di interesse pratico sia il
comportamento del fluido che quello della struttura sono infatti governati da modelli non lineari.

Per permettere la deformazione della struttura dovuta all’interazione con il sistema fluido è necessaria
l’adozione di una griglia di calcolo che sia in grado di descrivere e seguire le variazioni di configura-
zione della struttura stessa. È prassi formulare il problema considerando una ulteriore equazione che
descrive la dinamica della griglia di calcolo (Formulazione a tre campi).
In tale approccio il sistema da risolvere sarà così definito:

d

dt
(S(x, t)W(t)) + Fc(W(t),x, ẋ) = R(W(t)) (62)

A
dy

dt
= F(fext(W(x))) (63)

M̃
d2x

dt2
+ D̃

dx

dt
+ K̃ = 0 (64)

M̃, D̃ eK̃ prendono rispettivamente il nome dipseudo-massa, pseudo-smorzamentoepseudo-rigidezza
associate al movimento della griglia.
Le equazioni di fluido e struttura sono solitamente accoppiate imponendo all’interfaccia l’equilibrio
delle forze e l’uguaglianza delle velocitá:

σs · n = −pn+ σf · n su Γ (65)

us = uf su Γ (66)

dove il pedices indica la struttura mentre il pedicef indica il fluido. La struttura e la griglia sono
inoltre accoppiate tramite

x = us su Γ (67)

∂x

∂t
=
∂us

∂t
su Γ (68)

Il principio di conservazione dell’energia Il principio di conservazione dell’energia nella sua for-
mulazione più generale afferma che nell’interazione tra due corpi A e B il lavoro che il corpo A
esercita sul corpo B deve essere uguale al lavoro che B esercita su A

LA→B(t) = LB→A(t) (69)

Analogamente si può formulare tale principio per interazioni tra fluido e struttura:

il lavoro compiuto dalla struttura sul fluido deve essere uguale al lavoro che il fluido
compie sulla struttura per ogni istante di tempo
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LF→S(t) = LS→F (t) (70)

Se tale uguaglianza è identicamente verificata in campo continuo, non lo è necessariamente nella
discretizzazione numerica del problema, dove la stessa condizione puó essere scritta come

LF→S(tn) = LS→F (tn) (71)

ovvero deve essere verificata ad ogni passo temporale.
La conservazione dell’energia in forma discreta è strettamente legata agli schemi numerici utilizzati.
La violazione di tale principio si riflette sulla stabilità della soluzione:

• se lo schema numerico sottrae energia al sistema esso sta introducendo un termine di smorza-
mento addizionale;

• se lo schema numerico introduce energia nel sistema esso stafornendo un termine di eccitazio-
ne, compromettendo la stabilità.

Una soluzione semplificata al problema accoppiato consistenel risolvere il problema completo
attraverso il disaccoppiamento delle equazioni che costituiscono il sistema. Tale approccio viene so-
lutamente indicato comestaggered. L’applicazione più semplice di tale strategia consiste nel risolvere
ad ogni passo temporale il fluido e la struttura una sola volta.
La convergenza di tale metodo non è però garantita a priori inquanto è evidente che adottando tale
metodo si rinuncia ad avere ogni controllo sul raggiungimento o meno dello stato di equilibrio ad ogni
passo temporale ed è praticamente impossibile controllareil bilancio energetico tra fluido e struttura.
Tale problematica è evidenziata dal fatto che la posizione della struttura e la configurazione del fluido
allo stesso passo temporale debbano essere calcolate utilizzando due campi di velocità diversi.
In questo modo però il costo computazionale si mantiene contenuto al punto da renderlo molto appe-
tibile come soluzione di primo tentativo.
L’approccio può essere sintetizzato attaveso i seguenti passi:

1. soluzione delle equazioni del fluido con la struttura in posizione fissa;

2. recupero dei carichi sulla struttura dovuti al fluido;

3. applicazione di tali carichi alla struttura e determinazione della nuova configurazione di equili-
brio;

4. aggiornamento della posizione della struttura;

5. avanzamento nel tempotn → tn+1.

5.3 Alcuni algoritmi staggered

Si propongono alcuni schemi di accoppiamento fluido struttura utilizzabili in un approcciostaggered
senza sottoiterazioni.
I metodi CSS e ISS sono tratti da [?] mentre il terzo metodo è suggerito in [?].
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Figura 16: Schema staggered di tipo convenzionale (CSS).

Il metodo CSS Il metodo CSS (Conventional Serial Staggered) è il più semplice algoritmo di accop-
piamento fluido-struttura. Lo schema del metodo è presentato in Figura 16, doveU indica il vettore
di stato della struttura[u, u̇]T , W indica lo stato del fluido,p la pressione edn è l’indice dell’istante
temporale.
Come si può vedere tale schema è molto semplice:

1. si posizioni la struttura nella posizioneUn calcolata dal modello dinamico al passon utilizzando
per aggiornare la posizione della griglia l’equazione

xn+1 = un

dove conx si indica la posizione della griglia e conu la posizione della struttura;

2. si evolva il fluido dal passon al passon+ 1, ottenendo la soluzione nel fluidoWn+1;

3. si ricavino i carichi agenti sul contorno che rappresentala struttura;

4. si risolva il sistema dinamico per evolvere la struttura dallo statoUn allo statoUn+1.

Il metodo ISS Il metodo ISS (Improved Serial Staggered method) costituisce una evoluzione del
metodo CSS al fine di permettere una migliore conservazione dell’energia scambiata tra fluido e
struttura ed in grado di verificare entrambe le equazioni di continuità all’interfaccia:

x = us su Γ (72)

dx

dt
=
dus

dt
su Γ (73)

In realtà è dimostrato in [?] che tale metodo non introduce errori nella predizione dell’energia scam-
biata all’interfaccia tra il fluido e la struttura.
Il metodo ISS può essere descritto nel seguente modo:
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Figura 17: ISS: algoritmoimproved serial staggered.

1. si fissino delle opportune condizioni inizialiW0, u0 e u̇0 nel seguente modo:

x
−

1

2

= u0 −
∆t

2
u̇0 su Γ

Per n=1,..

2. si fissi
ẋn = u̇n

doveẋ è la velocità della griglia ėu è la velocità della struttura;

3. si aggiorni la griglia secondo l’equazione

xn+ 1

2

= xn− 1

2

+ ∆tẋn

4. si risolva il problema nel fluido ottenendoWn+1/2;

5. si ricostruisca il campo di pressione sul corpo, ricavando quindi i carichi;

6. si avanzi il sistema strutturale usando la regola del punto medio (la quale garantisce una accu-
ratezza del secondo ordine).

La rappresentazione grafica dello schema ISS è riportata nella Figura 17.
L’applicazione del metodo al problema in esame richiede alcune modifiche. Infatti per poter evolvere
il fluido dal passon − 1/2 al passon + 1/2 è necessario conoscere, oltre alla nuova posizione della
griglia, la velocità del contorno e l’accelerazione orizzontale del sistema. Pertanto le grandezze per
l’evoluzione del campo fluidodinamico vengono calcolate nel seguente modo:

xn+1/2 = xn−1/2 + ∆tẋn (74)

ẋn+1/2 = ẋn−1/2 +
∆t

2
(ẍn−1/2 + ün) (75)

ẍn+1/2 =
ẋn+1/2 − ẋn−1/2

∆t
(76)
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Dove conẍn−1/2 si indica l’accelerazione imposta al passo precedente e conün si indica l’accelera-
zione risultante al passo precedente in uscita dal sistema dinamico.
Una volta risolte le equazioni del fluido al passon+ 1/2 si conoscono le forze sulla struttura (ovvero
la funzionefn+1/2); pertanto è possibile calcolare la nuova posizione della struttura come:

un+1 = un + ∆tẋn+1/2 (77)

u̇n+1 = u̇n + ∆tfn+1/2 (78)

Un metodo alternativo Un ulteriore schema di accoppiamento tra fluido e struttura èil seguente:

1. si consideri la soluzione del sistema dinamico che governa la struttura al passon. Tale solu-
zione implica la disponibilità dell’accelerazionean, della velocitàvn e della posizionexn del
baricentro della struttura

2. si effettui una estrapolazione dell’accelerazione al passon+1 attraverso la relazione del secondo
ordine

an+1 =
3

2
an − 1

2
an−1 (79)

3. da tale accelerazione si ricavino velocità e spostamentocome

vn+1 = vn +
δt

2
(an+1 − an) (80)

xn+1 = xn +
δt

2
(vn+1 − vn) (81)

4. si applichi tale spostamento alla struttura e si risolvano le equazioni del fluido al passon + 1.
Si calcolino i carichi idrodinamici agenti sulla struttura

5. si determinino i nuovi carichi da applicare alla struttura attraverso l’estrapolazione

F̃n+1 = 2Fn+1 − Fn (82)

6. si risolva la struttura applicando i carichi fluidodinamici ricavati attraverso l’estrapolazione
proposta al passo precedente.

È dimostrato in [?] che l’estrapolazione proposta al passo 5 è necessaria per garantire la conser-
vazione dell’energia all’interfaccia tra fluido e struttura.

Il vincolo principale alla scelta del passo temporale deriva dalla necessita di risolvere
accuratamente le equazioni del fluido.

5.4 L’accoppiamento fluido struttura adottato

Si tratta ora di determinare il modo più conveniente per integrare i due solutori a disposizione:

• il solutore del sistema fluido

• il solutore del sistema struttura
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− condizioni al contorno solutore

Navier − Stokes
− forze di campo

− posizione griglia

− u, v, w

− p

solutore

− Momento di beccheggio

− Portanza

− Resistenza − a_x

− a_z

−
struttura

φ̈

Figura 18: Ingressi e uscite associate ai sistemifluido estruttura.

Nell’approcciostaggeredil problema completo può essere scomposto in due blocchi (ilfluido e
la struttura) comunicanti attraverso un algoritmo iterativo; ciascuno dei due blocchi è raffigurato in
Figura 18 mettendo in evindenza gliingressidi cui necessita e leusciteche produce.
Il solutore N-S necessita in ingresso di

• posizione della struttura;

• condizioni al contorno;

• forze di campo

e restituisce

• il vettore velocità;

• la pressione

all’interno di ogni volume di controllo.
Il sistema dinamico che risolve la struttura necessita in ingresso di

• risultante delle forze in direzionex agente sullo scafo;

• risultante delle forze in direzionez agente sullo scafo;

• momento attorno all’asse di beccheggio della scafo

Di contro esso restituisce

• accelerazione dello scafo in direzionex;

• accelerazione dello scafo in direzionez;

• accelerazione angolare attorno all’asse di beccheggio dello scafo.

Si è detto che l’approccio scelto per il movimento della griglia di calcolo prevede un trattamento
diverso tra il grado di libertà longitudinale ed i gradi di libertà di beccheggio e affondamento.
Tale particolarità impone la necessità di disporre di informazioni sostanzialmente differenti nei due
casi:
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• spostamento e velocità per i gradi di libertà di beccheggio eaffondamento;

• accelerazione per il grado di libertà longitudinale.

Alla luce di tali osservazioni lo schema a blocchi che descrive l’interazione tra i due codici è
presentato in Figura 19.

finiti + VOF

solutore volumi 

forze di campo

post processing:
calcolo di forze 

e momenti

−forze di campo
−condizioni al contorno

− movimento griglia
calcolo di

movimento della 

condizioni al 
contorno

griglia

solutore del sistema 
dinamico

condizioni 

iniziali

Figura 19: Schema di accoppiamento adottato.

La Figure 20 e 21 riportano infine un risultato ottenuto applicando la metodologia proposta con
uno schema di accoppiamento di tipo CSS. In particolare si presenta l’andamento temporale dell’as-
setto dello scafo (z, ż, φ, φ̇) durante il ciclo di remata (periodo pari a 1.5s, a partire da2s). Altri
risultati significativi sono presentati e discussi in [?].

Lista dei simboli usati

• G̈c Accelerazione del baricentro dello scafo.

• G̈v Accelerazione del vogatore (generica).

• G̈vi

Accelerazione dell’i-esimo vogatore.

• bv Baricentro dell’insieme dei vogatori, nel sistema relativo.

• CdX Coefficiente di resistenza di forma.

37



Figura 20: Andamento temporale del grado di libertá verticale z, ż

Figura 21: Andamento temporale del grado di libertá di beccheggioφ, φ̇
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• Cdw Coefficiente di resistenza d’onda.

• Cf Coefficiente di resistenza viscosa.

• Fc Risultante della forza ai carrelli.

• Fp Risultante della forza alle pedane.

• Fs Risultante della forza agli scalmi.

• Gc Baricentro dello scafo.

• Gv Baricentro del vogatore (generico).

• Gvi

Baricentro dell’i-esimo vogatore.

• Ic
Y Inerzia angolare dello scafo, rispetto all’asseY .

• Lc Corsa del carrello.

• Lg Corsa orizzontale baricentro del vogatore.

• L Lunghezza dello scafo.

• M c Massa dello scafo.

• M Massa totaleM = M c +Mv
t .

• Mv Massa del vogatore (generico).

• Mvi

Massa del vogatorei-esimo.

• Mv
t Massa totale dei vogatori.Mv

t = nMv.

• N N = [N1,N2,N3]
T = [NX , NZ ,−XNZ + ZNX ]T .

• Ψ Potenziale velocità.

• R Matrice di rotazione.

• Ra Resistenza idraulica.

• σ Rapporto di rotazione cinematica vogatore.

• Sa Spinta idraulica.

• Γ(t) Superficie esterna dello scafo.

• Γb
Z Proiezione sul pianoXY della superficie bagnata.

• Γb(t) Superficie esterna bagnata dello scafo al tempot.

• Γb
0 Superficie esterna bagnata nella configurazione di riferimento dello scafo.

• Γ̃b
t Superficie esterna bagnata di dello scafo al tempot (in coordinate locali).
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• Γ̃b
0 Superficie esterna bagnata nella configurazione di riferimento dello scafo (in coordinate

locali).

• S Dominio nel piano parametrico contro-immagine diΓ̃b
t .

• Γ̃ Superficie esterna di riferimento dello scafo.

• Γb
X Sezione massima dello scafo immerso.

• T Periodo.

• Ġc Velocità del baricentro dello scafo.

• Ġv Velocità del vogatore (generica).

• Ġvi

Velocita dell’i-esimo vogatore.

• υ υ = [υ1, υ2, υ3]
T = [Gc

X , G
c
Z , φ]T .

• Q Quota di profondità dal pelo libero corrente nel sistema di coordinate assoluto.

• Q̃ Quota di profondità dal pelo libero corrente nel sistema di coordinate solidale allo scafo.

• φ Angolo di beccheggio.

• M Matrice di massa aggiunta.

• g̈v Accelerazione nel sistema relativo del vogatore (generica).

• ω Velocità angolare dello scafoω = φ̇eY .

• g̈vi

Accelerazione nel sistema relativo dell’i-esimo vogatore.

• c Posizione del carrello (generico).

• ci Posizione dell’i-esimo carrello.

• ρ Densità dell’acqua.

• r Numero di colpi al minuto (inverso del periodo).

• Fa Risultante delle forze applicate al baricentro dello scafodovute alla azione idrodinamica.

• f b Forza esercitata sul braccio del vogatore (generica).

• f bi

Forza esercitata sul braccio dell’i-esimo vogatore.

• f c Forza esercitata all’i-esimo carrello dal vogatore sullo scafo.

• f ci

Forza esercitata al carrello dal vogatore sullo scafo.

• fp Forza esercitata allai-esima pedana dal vogatore sullo scafo.

• fpi

Forza esercitata alla pedana dal vogatore sullo scafo.

• f r Forza esercitata dall’acqua sulla pala del remo.
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• f ri

Forza esercitata dall’acqua sulla pala del remoi-esimo.

• f s Forza allo scalmo esercitata sullo scafo.

• f si

Forza allo scalmoi-esimo.

• g Accelerazione di gravitàg = −geZ .

• gv Baricentro del vogatore nel sistema solidale.

• gvi

Baricentro dell’i-esimo vogatore nel sistema solidale.

• κ Numero d’onda.

• λ Lunghezza d’ onda.

• Ma Momento risultante rispetto al baricentro dello scafo dovuto alla azione idrodinamica:
Ma = MaeY .

• Ma Componente lungoY di Ma.

• O Matrice di rotazione:O(φ) = d
dφRT (φ).

• p Posizione della pedana (generica).

• pi Posizione della pedanai-esima.

• ψ Potenziale velocità.

• h0 Quota del pelo libero indisturbato rispetto al fondo dello scafo.

• h Quota del pelo libero di riferimento, rispetto al fondo dello scafo.

• s Posizione dello scalmo (generico).

• si Posizione dell’i-esimo scalmo.

• S Matrice di massa smorzamento.

• τ1 Periodo della fase attiva di remata.

• τ2 Tempo di richiamo.

• u Velocità dell’acqua dovuta ai moti secondari.

• V Velocità lineare dello scafo.

• ġv Velocità del vogatore nel sistema relativo (generica).

• ġvi

Velocita dell’i-esimo vogatore nel sistema relativo.

• y Vettore delle incognitey = (Ġc
X , Ġ

c
Y , φ̇, G

c
X , G

c
Y , φ).

• q Quota di profondità dal pelo libero di riferimento, nel sistema di coordinate assoluto.

• q̃ Quota di profondità dal pelo libero di riferimento, nel sistema solidale allo scafo.

41



42



Elenco delle figure

1 Moti “secondari” indotti dal movimento dei vogatori. Da sinistra a destra: moti di
accelerazione orizzontale, moto di affondamento e di beccheggio. . . . . . . . . . . 2

2 Schema di imbarcazione da canottaggio (4 rematori) e sistema di riferimento assoluto 4
3 Schema di imbarcazione da canottaggio e sistemi di riferimento. Il sistema di riferi-

mento geometrico e quello relativo differiscono solo nellospostamento dell’origine: il
sistema relativo è centrato nel baricentro dello scafo, il sistema geometrico nel punto
di poppaP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

4 Schema del sistema dinamico “vogatore” con le forze agenti. . . . . . . . . . . . . . 8
5 Schema del sistema di forze agenti sul remo. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 9
6 Schema del sistema di forze agenti sullo scafo isolato. . . .. . . . . . . . . . . . . . 10
7 Dettaglio delle forze agenti sulla pedana e sul carrello. .. . . . . . . . . . . . . . . 11
8 Per ragioni di praticità, la legge del movimento dei vogatori gv(t) viene fornita in un

sistema di riferimento con origine nel piede del vogatore, qui indicato con(xp, zp).
Per l-uso nel modello dinamico, però viene trasformata nel sistema di riferimento
relativo, che ha origine nel baricentro dello scafo. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 11

9 Diversi tipi di “pelo libero”. h0 è il pelo libero indisturbato, a quota costante;h =
h(X,Y ) è il pelo libero di riferimento, stazionario rispetto al sistema di riferimento
assoluto scelto e dipendente dalla velocità media;η = η(t,X, Y ) è il pelo libero
corrente, che dipende dal movimento effettivo dello scafo (e quindi anche dai moti
secondari). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

10 Grafico del movimento del busto del vogatore, con relativespostamenti, velocità e
accelerazioni lungox ez. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

11 Dominio computazionale per il calcolo del potenziale. . .. . . . . . . . . . . . . . . 23
12 Risultante verticaleFZ per lo Stampo25 (sx) e lo stampo modificato Stampo25-2 (dx)

per diversi valori di∆GZ = Gc
Z −Gc

Z,0 e diΦ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
13 MomentoMY per lo Stampo25 (sx) e lo stampo modificato Stampo25-2 (dx) a diversi

valori di ∆GZ = Gc
Z −Gc

Z,0 e diΦ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
14 Differenza tra lo scafo Stampo25-2 e lo scafo Stampo25 nelle forze idrostatiche verti-

cali FZ per lo Stampo25 (sx) e il momento (dx), plottata per diversi valori di ∆GZ =
Gc

Z −Gc
Z,0 e diΦ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

15 Confronto dinamiche con e senza matrice di smorzamento . .. . . . . . . . . . . . 29
16 Schema staggered di tipo convenzionale (CSS). . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 33
17 ISS: algoritmoimproved serial staggered. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
18 Ingressi e uscite associate ai sistemifluido estruttura. . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
19 Schema di accoppiamento adottato. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 37
20 Andamento temporale del grado di libertá verticalez, ż . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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