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1 I n t r o d u z i o n e  

I1 t ema generale di questa  confe renza  r iguarda la cos t ruzione  di esem- 
pi  espliciti  di variet& abeliane p r inc ipa lmente  polar izzate  e lo s tudio  
del loro divisore theta. In altre parole  si trat ta di costruire dei tori 
compless i  

A = V / A ,  (1.1) 

dove V indicher/t d 'ora  in poi  uno  spazio vettoriale complesso  di di- 
m e n s i o n e  g e A un  reticolo in V di rango 2g, che siano dotat i  di una  
immers ione  olomorfa  

dp : A - .  p n 

de te rmina ta  da L | dove L ~ un  fibrato lineare tale che 

h ~  = 1. 
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L ~ u n  fibrato ampio  su A. Poich~/'t~ = 1, esiste u n  tmico divisore 
effettivo 

O c A (1.2) 

a cui L ~ associato. Per definizione L ~ una  polarizzazione principale e 
0 ~ il divisore theta corr i spondente .  Una coppia  (A, O) si dir~ variet& 
abeliana principalmente polarizzata. La condiz ione  che L sia princi- 
pale implica che O sia r idot to  e connesso .  Suppor remo  inoltre che O 
sia invariante r ispet to  alla mol t ip l icazione per  -1 .  

L 'esempio pifi classico di coppia  (A, O), e la p r ima  mot ivaz ione  per  
lo s tudio  di tali coppie, ~ cost i tui to  dalla Jacobiana di una superficie 
di Riemann C di genere g. 

Sia toc il fibrato cotangente  a C e sia H~ lo spazio vetto- 
riale delle sue sezioni  globali, cio~ dei differenziali  olomorfi  su C. 
Cons ider iamo l ' omomorf i smo  iniettivo 

j : H1 (C, Z) ~ H~ * 

definito nel  m o d o  seguente: per  ogni [ u ] E H1 (C, Z) l ' e lemento  j ( [ u ] ) 
il funzionale  lineare H~  - C che associa a to l ' integrale fy to. 

La Jacobiana di C ~ allora la coppia  (A, 0) ,  dove A = V/A con 

V =H~ * e A =j(HI(C,Z)) .  

O ~, a m e n o  di una  traslazione, l ' immagine  della m a p p a  di Abel 

a : C  {g-l) ~ A ,  

dove C (g-l) ~ il (g - 1)-prodot to  sLmrnetrico di C. La cos t ruz ione  
t roppo  no ta  per  essere u l t e r io rmente  appro fond i t a  in ques ta  sede. 

Tuttavia, se si vogliono cercare esempi  diversi  da quello appena  consi- 
derato,  n o n  ~ difficile accorgersi  di come le conoscenze  a d isposiz ione 
siano ce r t amen te  minori,  ed in ogni caso ben  lontane  dall 'avere quelle 
carat ter is t iche di comple tezza  che sono propr ie  del caso Jacobiano. 

La geografia dello spazio dei modu l i  

A~ (1.3) 
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delle coppie (A, O) appare d u n q u e  ancora n o n  delineata in vari suoi 
aspetti ,  e questo vale anche per  la maggior  par te  delle sottovarie- 
t~ in teressant i  di A e. In p ropos i to  ~ forse utile r iprendere  qualche 
osservazione  sui l u o g h i  d i  A n d r e o t t i - M a y e r  

N k  = {(A,O) ~ A g  I d i m S i n g O  _> k}. (1.4) 

Tali so t to ins iemi  chiusi cos t i tu iscono una  stratif icazione naturale  di 
Ago Essi furono in t rodot t i  da Andreo t t i  e Mayer in un  celebre arti- 
colo nel quale veniva affrontato  il p rob lema  di carat ter izzare il luogo 
Jacobiano in Ag,  ([3]). Per k z 0 i luoghi  di Andreotti-Mayer defini- 
scono famiglie speciali di variet~ abeliane pr inc ipa lmente  polarizzate.  
Appare  quindi  del tu t to  naturale  porre  a lmeno il seguente  

PROBLEMA 1.1 Determinare il n u m e r o  delle componen t i  irriducibili di 
N k  e la loro dimensione.  

Tale problema ~ tuttavia ben  lontano da una  soluzione comple- 
ta. Una variante delia stratificazione p receden te  pu6 essere p ropos ta  
u t i l i zzando la m a p p a  d i  G a u s s  

Yo  : 0 ~ P V * .  

Per definizione yo associa a x ~ 0 - S i n g O  lo spazio tangente  

yo (x )  = To ,x  c V = Ta,xo 

Yo e de te rmina ta  dal fibrato normale  Oo(O) ed il suo luogo base 
S i n g O .  Sia 

Dk = {(A,O) ~ A~  f degyo _< k}, 

su ques t i  luoghi, e sulla relativa stratificazione di Ag ,  non  si harmo in 
sos t anza  informazioni .  Le considerazioni  fin qui svolte non  valgono 
per  g < 3. Sia infatti  

Je  c A~  (1.5) 

il l u o g o J a c o b i a n o ,  e cio~ la chiusura  di Zariski della famiglia dei p tmt i  
di A e che cor r i spondono a Jacobiane. Per g _< 3 si ha Jg = A g  
e di  conseguenza  ogni tipo di in formazione  ~ disponibile~ D'altra 
pa r t e  anche nei casi g = 4, 5 es is tooo molte  informazioni  e ques to  
vale anche per  la stratificazione di Andreott i-Mayer che r ip ropon iamo 
come  esempio  significativo~ Fissiamo le notazioni  seguenti:  
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" 0null = luogo  t he ta -nu l l  = 

{(A,O) E A e I S i n g O  NA2 ~: | 

dove A2 C A e i ]  g r u p p o  di 2-torsione.  OnuZl e t m  divisore  
irr iducibile ([19]). 

�9 H g  = luogo  iperel l i t t ico = ch iu su ra  di Zariski di 

{(A, O) ~ A g  I A ~ la Jacobiana  di u n a  curva iperellittica}. 

| A p = luogo  dei  p r o d o t t i  = 

{(A1 x A2,@l • A2 u A 1  x 02)  E A g  I (Ai,@i) C Agi ,  

i =  1,2, 0 < g i  < g } .  

1~ immed ia to  osservare  che A g  p c N g - 2 .  Inoltre ~ s tata  recente-  

m e n t e  d imos t ra ta  da Ein e Lazarsfe ld  la seguen te  notevole  conget tura :  

TEOREMA 1.1 A ~  = Ng-2~ 

Veniamo ora alia descr iz ione  dei  luoghi  di Andreot t i -Mayer  pe r  
g = 4 , 5 :  

g = 4  

g = 5  

�9 N o  = J4 u Onuti, 

| N 1  = H 4 ,  

�9 N 2  = A  p. 

�9 N o  = D u 0null, 

~ N I  = J5 u V ,  

�9 N 2  = H s ,  

�9 N 3  = A ~ .  
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dove D ~ un divisore irriducibile. V fi unione di 4 component i  irridu- 
cibili di codimensione 4 ([4], [18], [49]). 

Si noti che, in entrambi i casi, Ng-3  ~ fl luogo iperellittico, rnen- 
tre il luogo Jacobiano ~ una  componente  di dimensione mass ima di 
Ng-4 .  I precedenti  risultati sono stati resi possibili dalla esistenza, 
in dimensione quattro e cinque, di una  costruzione esplicita della ge- 
nerica variet/t abeliana pr incipalmente  polarizzata. Pifi precisamente 
vale il seguente 

TEOREMA 1 . 2 0 g n i  (A ,O)  E A g  ~ una  v a r i e t a ' d i P r y m  per  g <_ 5. 

Le variet/i di Prym, che definiremo e considereremo nella successi- 
va sezione, costituiscono dunque  un primo esempio concreto di varie- 
t/~ abeliana principalmente polar izzata  che non sia necessar iamente  
una Jacobiana. Si potrebbe forse aggiungere che si tratta dell 'unica 
famiglia ampiamente  eonosciuta  e diversa dalle Jacobiane. 

2 Var i e t a  d i  P r y m  

Le variet/t di Prym, fl cui studio fu iniziato da Wirtmger e Prym all'ini- 
zio del Novecento, sono r iapparse negli anni settanta grazie ai lavori 
di Mumford, Beauville, Tjurin e numerosi  altri autori. Esse si sono 
rivelate molto utili sia hello studio dei problemi esposti nella sezione 
precedente,  sia in relazione a q u e s t i o n  anche molto diverse. Tra que- 
ste ult ime il caso piit celebre di applicazione riguarda il problema di 
Lueroth per variet/t t r idimensionali  e la dimostrazione della non  ra- 
zionalit/t delia ipersuperficie cubica di p4, ([11], [44]). Per in t rodurre  
la defimzione di variet/t di Pr'ya-n, possiamo partire da un r ivest imento 

r r : d ~  C (2.1) 

di Riemann connesse e compatte, rr de termina  tra due superfici 
un 'applicazione 

N m  : P i c ~  - P i c ~  (2.2) 

tra le corr ispondenti  variet& di Picard dei fibrati lineari di grado zero 
su C. La funzione N m ,  detta m a p p a  norma,  ~ defintta ponendo:  

N m ( O d ( d ) )  = Oc(r r ,  d) ,  
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per  ogni Od(d) c Pic~ N m  ~ tm morf i smo di variet~ abeliane, 
quindi  la c o m p o n e n t e  connessa  dello zero 

A = K e r ~  

tma sottovariet/ t  abeliana di Pic~ Una polar izzazione  na tura le  
s u A  

M = O a ( 0 ) ,  

dove 0 fi u n  divisore theta  su Pic ~ (C). In pochi  casi esiste una  polar iz  - 
zazione pr incipale  L tale che M = L| Tra quest i  l 'unico in te ressan te  
si verifica quando  rr ~ un  r ives t imento  dopp io  non  ramificato. D'ora in 
poi  s u p p o r r e m o  perci5 di essere sot to  ques ta  ipotesi  ed ind iche remo 
COIl 

rl ~ Pic~ (2.3) 

l ' e lemento  n o n  triviale di ordine due  da cui rr ~ definito. Nel caso in 
quest ione vale 

M = L | 

Sia 

E c A (2.4) 

il divisore the ta  cor r i sponden te  a L. La coppia  (A, E) ~ per  definizione 
la varietgt di Prym del rivestimento Tr 0 della coppia (C, r/)~ Poich~ N m  

suriettiva, si ha 
d i m A  = g -  1 

dove g indicher/l  d 'ora  in poi  il genere di C. Prima di approfondi -  
re questa  cos t ruz ione  ~ utile indicare alcune quest ioni  collegate in 
m o d o  natura le  allo s tudio  delle variet/t di Prym. Su tali quest ioni  le 
conoscenze  sono oggi p iu t tos to  estese. Tuttavia, come vedremo,  n o n  
mancano  i p roblemi  aperti, spesso di notevole rilievo. 

Ind icheremo con 

P~ (2.5) 

la ch iusura  di Zariski in A d  del luogo delle varieta di Prym e con 

Rg (2.6) 

lo spazio dei moduli delle coppie (C, r/). Rg  e' irriducibile di d imen-  

sione 3g - 3. 
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2.1 Mappa  di P r y m  e p r o b l e m a  di ToreUi 

La m a p p a  olomorfa  

pg : Rg  - A g - 1  (2.7) 

che associa alia classe di i somorf i smo di (C, r/) la classe di isomor-  
f ismo di (A, E) ~ nota  come mappa di Prym. Un prob lema  generale 

quello di descrivere tale mappa .  Pe ~ analoga per vari motivi  alla 
mappa di TorelIi 

jg  : M~ ~ Ae~ 

che associa alia classe di i somorf i smo di una  eurva C la classe di 
i somorf i smo della sua Jacobiana. Per jg  vale il Teorema di TorelIi: 

TEORElVlA 2.1 jg  e iniettiva. 

I1 teorema di Torelli af ferma che ~ possibile r icostruire una  curva 
C a part ire dal dato della sua Jacobiana. Analogamente  ci si pu6 
chiedere  se ~ possibile r icostruire una  coppia  (C, t/) a part ire dal dato 
della sua variet~ di Pryrno 

PROBLEMA 2.1 pg e' iniettiva? 

Tale problema ha una immedia ta  r i spos ta  negativa se g < 5. Es- 
sendo  infatti  

si ha  d im Rg > d im Ae_~  se g _< 5. Quindi pg n o n  pu6 essere iniettiva 
in tal caso. In realt~ esistono, per  ogni valore di g, so t to ins iemi  di Rg 
lungo i quali la m appa  pe non  ~ iniettivao Un esempio  re la t ivamente  
semplice  ~ il seguente: 

Sia R~ il luogo delle coppie  (C, r/) tall che C ~ iperellittica ed r/~ la 
d i f ferenza di due distinti  pun t i  di Weierstrass di C. La Prym di (C, r/) 

la Jacobiana di una  curva iperellitt ica di genere g - 1 ([40], [13]). 
sufficiente allora un  conto di d imens ion i  per dedurre  che pe /R~  non  
pu6  essere iniettiva. 

D'altra parte abbiamo ([34], [28], [15]) 
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TEOREMA 2.2 (TEOREMA DI TORELLI GENERICO) La rnappa diPrym pg 

genericamente iniettiva se g > 7. 

Dunque il problema posto sulla iniettivit~ di pg va r iformulato in 
modo appropriato: 

PROBLEMA 2.2 Determinare il mass imo aperto U e di Rg per il quale 
la mappa p e / U e : U g  ~ pg(U e) sia biolomorfao 

Possiamo dire che il problema diPrym-Torelli per una  coppia (C, 0) 
quello di decidere se (C, r/) definisce un  punto  di Ug. In caso contra- 

rio diremo che (C, r/) 6 un  controesempio al problema di Prym-TorelIL 

Sul problema di PDTn-Torelli esistono controesempi  e congetture par- 
t icolarmente interessanti. L'affascinante geometria delle fibre delia 
mappa  di Prym per g < 6 fa parte di questo tema. 

2.2 Varieta di P rym e luoghi  di Andreot t i -Mayer  

Tra le variet~ di Prym e le varieth Jacobiane esistono numerose  ana- 
logie. In gran parte esse sembrano dovute al fatto che, in entrambi  
i casi, il divisore theta possiede un  luogo singolare di dimensione 
piuttosto alta rispetto alla dimensione della varietY~ Tale luogo ha  
fondamenta le  importanza nello studio delle varieth in questione. Ad 
esempio le singolarit~t quadratiche del divisore theta entrano in gio- 
co sia nella dimostrazione del teorema di Torelli che hello studio del 
problema di PDTn-Torelli. La prima descrizione del luogo singolare 
del divisore theta di una Prym generica ~ dovuta a Mumford ([40])~ 

TEOREMA 2+3 Sia (A, E) una Prym generica di dimensione d, allora 

dim S i n g e  = d - 6. Se d i m S i n g E  =~ d -  6 la coppia (C, I1) appartiene 

a una lLs'ta nota di casL 

L + analogia tra variet5 di Prym e Jacobiane appare di nuovo in 
evidenza se si guarda alle relazioni di tall varieth con i luoghi di 
Andreotti-Mayer ([3], [5], [20]): 

TEOREMA 2.4 

(Wirtinger, Beauville) Ja c Pa, 
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(Andreotti-Mayer) ffa e'  una componente  irriducibile di ffNFd_4, 

(Debarre) Td e' una componente  irriducibile di 2Nca_6. 

In questo quadro si possono proporre  varie questioni r iguardanti  
le Prym che traggono origine da q u e s t i o n  analoghe studiate nel caso 
Jacobiano: 

| Descrivere i casi in cui S i n g e  ~ riducibile, 

�9 Determinate  il cono tangente ed il suo termine successivo nello 

sviluppo in serie di Taylor di E in una singolaritd~ quadratica, 

~ Descrivere la intersezione di Pa con altri luoghi di Andreott i-  

Mayer  che non contengano Pa. 

Quest 'ult imo problema 6 part icolarmente interessante e vale la 
pena  eli r iportare subito alcuni risultati e congetture in proposito. 

TEOREMA 2.5 (BEAUVILLE) 3q-d_ 4 A Pd cont&ne una sola componente  

irriducibile di dimensione mass ima che ~ il luogo Jacobiano Jdo Esisto- 

no tuttavia altre cornponenti di dimensione s tre t tamente  inferiore. 

CONGETrURA 2.1 (DONAGI) ~4"d_3, ..q~Cd_ 4 sono con tenu t i  in Td.  

Da questa congettura seguirebbero 

CONGETTU1La~ 2.2 ff~/-d-3 = J (d .  

CONGETTURA 2.3 ffd-4 e' l 'unica componente  irriducibile di 2~Fd-4 a- 
vente  dimensione 3d - 3. 

2.3 Punti  singolari  del d iv isore  Theta  e Teoria di Bril!-Noether 

Le singolarit/t del divisore theta di una Prym nascono in relazione con 
i luoghi di Brill-Noether 

w~ = {L ~ P i c ~ ( ~ )  I h~ >- r + 1} 

associati alla curva C. S~ considerino hnfatti la mappa norma 

N : P i c 2 g - 2 ( C )  ~ P i c 2 g - 2 ( C ) ,  



12 A. VERRA 

definita come in (2.2), e lo schema 

= w e_2 �9 N -1 ( w c ) .  (2.8) 

Per una Pryrn generica, S i n g e  ~ i somorfo a una  componente  di tale 

schema. Essa ~ irriducibile non appena  d i m S i n g E  > 1. Precisamente 

S i n g e  ~ la componente  degli e lementi  L tali che h~ ~ pari. Inoltre 

la molteplicitfi di L come elemento di S i n g e  ~ �89 ~ (L). La descrizione 

di S i n g e  puO dunque essere r icondot ta  allo studio del luogo W3c~ 
Tale studio ~ stato affrontato pifl in generale da vari autori: 

PROBLEMA 2.3 Fissato M ~ P ick (C)  studiare i luoghi 

W~ = W~ ' -N- I (M) ,  

clove N : Pick(C)  -- P ick(C)  ~ la mappa  norma  indotta da un rivesti- 

mento  doppio qualsiasi rr : d ~ C e 

IV[ = {L E P i c k ( d )  I h~ > r + 1}. 

Questo problema viene talvolta chiamato problema di Prym-Brill- 
Noether. Se Tr fi un generico r ivest imento doppio non ramificato e 

M = w c  la principale risposta al problema di Prym-Brfll-Noether ~ la 
seguente ([60], [9]) 

TEOREMA 2.6 dim W[oc = P', con p'  = g - 1 - (r ~1). 

Gli unici altri casi per i quali un  teorema analogo ~ stato provato 

sono i seguenti: 

M = aOc(-a)  oppure M = o o c ( 2 b - a )  

dove a ~ un  divisore effettivo e 2b ~ l inearmente  equivalente al divi- 

sore di ramificazione d i r r  ([36]). 

TEOREMA 2.7 Siano d = deg  a e n = d e g  b. Sia poi 

p ' = p ' ( g , r , d , n ) = g - l + n - ( d + n ) ( r + l ) - ( r + l )  
2 " 

Se p '  >_ 0 allora d im W~ > p'.  

Vari punti  interessanti  della teoria di Pryrn-Brfll-Noether attendo- 

no di essere sviluppati ed in particolare alcune evidenti relazioni con 

la teoria di Brill-Noether per i fibrati di tango due su C ([36], [8]). 
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2.4 Mappa di Gauss per  il d iv isore  Theta  

Nel caso della Jacobiana (JC, O) di una curva C, la mappa di Gauss 
del divisore theta ammet te  una  descrizione geometrica particolar- 

mente  elegante. In questo caso O si identifica birazionalmente al 

g - 1-prodotto simmetrico di C. D'altra parte JC  = V / A ,  dove V = 

H ~  *, e quindi PV* 6 il s is tema lineare canonico I coc [. Dopo 

queste identificazioni la mappa  di Gauss diventa 

y : C (g-l) -~1 coc I. 

La fibra di y in h El toc I 6 cost imita  dai divisori d E C (g-i) tall che 

h - d 6 effettivo. I1 grado della mappa  6 

degy  = ( 2 g -  2~ 
\ e - l ]  

I1 luogo di ramificazione 6 la ipersuperficie duale della curva C im- 

mersa  canonicamente in PV. Lo studio della mappa  6, in un  certo 

senso, lo studio della geometr ia  delle sezioni iperpiane di C. Nel ca- 

so di una Prym (A,E) abbiamo V = H ~  | rl)*, la mappa  di Gauss 
6 

y : E - - I  a~c| r / I .  (2.9) 

Se per una Jacobiana entrano in gioco le sezioni iperpiane h di C, 

in questo caso vanno prese in considerazione le quadriche cti rango 

tre che sono osculatrici a C lungo un  di'dsore d del sistema lineare 

I coc | r/ I. Vedremo in che modo  tall quadriche entrano in gioco e 

come rispondere, almeno in parte, alle questioni seguentio 

�9 Qual' ~il  grado della m a p p a  di Gauss y per  una Prym generica? 

�9 Quali sono i possibili gradi  di y ? 

�9 Come descrivere geometr icamente  y e la sua ramificazione? 

Nelle rimanenti  due sezioni ci serviremo liberamente di costruzio- 

ni elementari  ed esempi allo scopo di illustrare e commenta te  alcune 

delle risposte finora date ai vari problemi esposti. 
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3 Coni tangenti al divisore theta ed a p p l i c a z i o n i  

In ques ta  sezione ut i l izzeremo la cos t ruz ione  del cono tangente  in u n  
p u n t o  al cli~isore theta  di una  Prym per  s tudiare  la m a p p a  di Gauss 
e per  affrontare il p rob lema di Prym-Torelli. Pre l iminarmente  ~ utile 
in t rodur re  una  def imzione equivalente di variet~ di Prym ([39], [1, 

pag. 294])~ 
Sia (A, O) la variet~ di Prym del r ives t imento  rr : C - C e sia 

N : P ic  2g-2 (C) ~ Pic2g-2(C) (3.1) 

la m a p p a  n o r m a  p receden temen te  considerata .  Valgono le proprietor 

seguenti:  

1o N -1 (ooc) = P w P', dove P e P' sono biregolari  ad A. 

2. P e P '  sono dist inte daUa parit~ della d imens ione  degli spazi  
delle sezioni  globali dei loro elementi .  Per definizione po r r emo  

P = {L ~ N-l(cOc)  [ h~ ~ pari.}. (3.2) 

3. Su P ~ definito il seguente  divisore 

=_ = {L ~ P I h ~  >- 2}. (3.3) 

4. A m e n o  di una  traslazione P s i  identifica canonicamente  ad A, 

dopo  tale identificazione si ha E = Oo 

D'ora in poi  po r remo  

j =  Pic2g-2(C) , J = Pic2g-2(C). (3.4) 

Si not i  che, ins iemis t icamente ,  

dove 

P n 0 = s  

fl divisore the ta  di J. 
abbiamo 

= {L ~= J [  h~ -> 1} 

Poich~ i pun t i  di E soddis fano  h~ > 2 

c S ing@ 
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per il teorema di Riemann-Kempf, ([1, pag. 241]). Inoltre vale 

P . O = 2 E o  

Nel seguito di questa sezione una variet~ di Prym sar~ una coppia 

(P,E). 

3.1 Spazio t angente  al d iv isore  the ta  

D'ora in poi supporremo che C" sia canonicamente immersa  nel suo 

spazio canonico 

P = P H ~  *. (3.5) 

Sia i �9 d" -- C l ' involuzione che scambia gli strati di Tr. i induce una 

involuzione u su H ~  dota ta delle seguenti proprieta': 

1. Siano P+ e P- le proiett ivizzazioni degli autospazi  +1 e - 1  di 

u, si ha il d iagramma commutat ivo 

�9 = h + p_ k-  p , p+ 

u u u 

c -  h-/---C C _h+/c- c, 

dove h + e h -  indicano le proiezioni lineari di centri P- e P+. C- 

e C sono r ispet t ivamente il modello Prym-canonico e canonico 

di C. In particolare si verifica che h+/C  = h - / C  = Tr. 

2. Sia x E P. La proiet t ivizzazione dello spazio tangente Tj, x 6 P, 

mentre  la proiett ivizzazione del sottospazio TP,x 6 P- .  

Vediamo di scrivere l 'equazione in P-  dello spazio tangente  a E in 

un suo punto 
T. e E - S ingE.  

Poiche' E e' non singolare in L vale h~ = 2. Quindi, per il teorema 

di Riemann-Kempf, L 6 un  punto doppio di O. I1 cono tangente  a 0 in 

L 6 una quadrica 

Q. c P. (3.6) 
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Sia sl,  s2 una  base  di H~ si noti  che X m n  = S m i * S n  appar t iene  a 
H~ L'equazione di (~ & allora 

det  A = 0, 

dove 

A = (Xmn), (1 < m , n  < 2), (3.7) 

([1, pag. 298]). Geometr icamente  (~ si pu6 descrivere come quella 
quadrica di rango _< 4 i cui rul ings di spazi  lineari mass imal i  tagliano 

s u C l e  serie I L I e I i * [  1. Poich~ 2E = P ~  d i ( ~  
r is t re t ta  a P-  ~ il quadra to  della equaz ione  di Ta,Lo Tale quadra to  

d e t ( A - t A )  = t  2, t = x 1 2 - x 2 1 .  

3.2 Mappa  di  Gauss  pe r  il d iv i so re  t he t a  

Res t r ingendo i] p receden te  iperpiano {t = 0} alla curva C-  c P-  
o t t en iamo u n  divisore Prym-canonico 

d ~ l m c |  

Poss iamo quindi  in terpre tare  la m a p p a  di Gauss come quella m a p p a  

y : E ~ [  ooc|  r/ I 

che associa a L l 'e lemento d = C -  . { t  = 0}, D'a l t ra parte si vede 

faci lmente  che la res t r iz ione a P+ di (~ ~ una  quadr i ca  di t a n g o  tre 

q = {det(A +t A) = 0} 

con tenu ta  hello spazio canonico di C. q ~ in teressante  per  la m a p p a  
di Gauss a causa del seguente  ([58]) 

LEMMA 3.1 Sia u  = d.  A l lora  q �9 C = 2d.  

Consider iamo ora il s is tema lineare 

Q =1 op+(2) I 
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delle quadriche dello spazio canonico di C ed in esso la variet/t 

Q3 

17 

delle quadriche di rango < 3. Sia 

Qp c Q3 

la sottovariet~ delle quadriche di rango tre che tagliano sulla curva 

canonica C due volte un  divisore d E t a~c | r/I e sia poi 

A" Q3 --i o9~2 1 

la mappa  di restrizione. Per il l emma abbiamo un diagramma com- 

mutat ivo 
S a , Qp 

t u A/Qt' 1 
I coc|  r/I ~ - -  V, 

clove o~ associa a/~ la quadrica di rango tre q e 

V c l co~ 2 I 

Fimmagine di I oac | p I mediante la mappa di Veronese v, che 
associa a d 2do Tale diagran~na ~ i] pLmtO di partenza per calcolare 
i] grado di y. 

TEOREMA 3.1 II grado della rnappa di Gauss per il divisore theta di una 
Prym generale 

D(~)  + 2 g-3, 

dove D(g)  indica il grado della varietg~ Q 3  

La dimostrazione si basa sul precedente  diagramma ([58]). Si puO 

infatti  provare c h e l a  mappa  c~ ha grado due sulla tmmagine. In ef- 

fetti  c~ ~ birazionalmente equivalente alla mappa quoziente E - E / <  

- 1 >. D'altra parte A ~ tm morf ismo finito se C ~ una curva generica. 

Ci6 segue facilmente da un conto di dimensioni e da una semplice con- 

seguenza  geometrica delia teoria di Brfll-Noether: una curva canonica 
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generale non h contenuta  in quadriche di rango treo Inoltre si dimo- 

stra che O p non  6 nel luogo di d i ramazione di A. S e a  fosse suriettivo 

Qp sarebbe irriducibile e o t te r remmo dal precedente  diagramma 

degy = 2D(g) .  

Questo per0 non  6 vero perch6, invece, Qp si spezza in due compo- 

nenti  irriducibili una delle quali 6 or Bisogna dunque calcolare il 

grado di 2t su ognuna delle due componentL Questo calcolo si pu6 

fare per degenerazione al caso in cui C 6 trigonale. Abbiamo: 

* D ( g ) + 2 g - 3  = ( g _ l ) ! p e r 3 _ < g < 6 ,  

�9 D ( g ) + 2 e - 3  = (g - 1 ) !  - 32 _- 688 per g = 7, 

�9 D(g)  + 2g-3 = 4256 per g = 8. 

La formula per D(g)  6 ben nota  ([48] o [32])~ Naturalmente sa- 

rebbe interessante  vedere come varia il grado della mappa in casi 

specialio Altret tanto interessante dovrebbe essere l 'uso della stessa 

cost ruzione per studiare la ramificazione di y. I1 successivo esempio 

permet te rh  di chiarire ul ter iormente sia la costruzione che il metodo 

di d imostrazione del teorema. 

ESEMPIO 3.1 Vediamo di ritrovare il grado di y quando d imP = 3. In 

questo caso 

C =  q o ( 3 f  c P +  =P3 

dove f ~ una superficie cubica e qo una quadrica liscia. Sia d ~l 

~ c  | 17 ], le quadriche che tagliano 2d su C definiscono un fascio l a 

cui appart iene qo. Abbiamo 

(2t/Qp)=l(d) = {quadriche singolari di I}. 

Sia q ~ ( A / Q p ) - l ( d )  e sia 

E 

il luogo base di L E 6 una quartica ellittica tale che E �9 c/ = 2do q 

de termina  su E la the ta  carat ter i s t ica  

Oq = O E ( h  + aq  - d )  
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dove ] aq I & la serie l ineare tagliata su  E dall 'urrica sch iera  di re t te  di 

C/e h ~ una  sez ione  piana  di E. Si verifJca fac i lmente  c h e l a  funz ione  

C~ ~ Oq ~ una  c o r r i s p o n d e n z a  b iun ivoca  t ra  la fibra A/Qp l(d) e Fin- 

s ieme delle the ta  ca ra t te r i s t i che  su  E. D'al t ra  par te  una  cos t ruz ione  

o p p o r t u n a  p e r m e t t e  di o t t e n e r e  da  c / d u e  fibrati  

Lq, i* Lq E P u P '  c j 

sodd i s facen t i  alla cond iz ione  h~ >_ 2 ed  inoltre  tall che: 

1. h~ = 2 + h~ 

2. ~x-l(q) = {Lq, i*Lq} se C/appar t iene  ad  c~(E). 

Poich~ h~ = 2 se L ~ E, ne  segue  che C/ appar t iene  ad c~(~) 

s e e  solo se 0q n o n  ~ effettiva. I1 n u m e r o  di tall the ta  ~ tre. Dalle 

cons ide raz ion i  p receden t i  segue  al lora che il g rado della m a p p a  di 

Gauss  ~ sei, come  ~ ben  notoo 

L 'esempio si genera l izza  al caso in cui C ~ ~ a  curva tr igonale di 

gene re  g >_ 4. Abbiamo 
C c R c P  + 

dove  R ~ uno  scroll raz ionate  normale ,  (nell 'esempio:  R = c/0). Sia 

q ~ (A /Qp) - l (d ) ,  

in ques to  caso p o r r e m o  

E = q r ~ R .  

E ~ una  curva iperelli t t ica di genere  g - 3. Sia ] a a r la serie l ineare 

di g rado  g - 2 tagliata dal l 'unica schiera  di spazi  l ineari  mass ima l i  

del la  quadr ica  di rango tre C/. Esa t t amen te  come sopra  si def imsce  

u n a  the ta  carat ter is t ica  

Oq = OE(h + aq - d) (3.8) 

su  E. Inoltre  q de t e rmina  u n a  coppia  di fibrati  Lq, i*Lq per  i quali  

va lgono  le p receden t i  propr ie t~  (1) e (2). CJ6 ~nplica 

~x(E) = QP,o (3.9) 
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dove QP,k indica la chiusura  di Zariski del l ' insieme 

{q ~ QP I h~ = k}. 

Ne segue che il grado della m a p p a  di Gauss u ~, in ques to  caso, due 
volte il n u m e r o  delle theta-carat ter is t iche n o n  effettive su una  curva 
iperelli t t ica di genere  g - 3 o w e r o  

g - 2 ] "  

Tale n u m e r o  coincide con il grado della m a p p a  di Gauss per  il divisore 
the ta  di una  Jacobiana di d imens ione  g - io Ci6 non  ~ sorprenden-  
te. Se C ~ tr igonale P diventa  infat t i  u n a  Jacobiana ([46, t eorema di 
Recfllas]). Se C ~ tr igonale Qp ~ tmione  delle componen t i  Qp,ko De- 
f o r m a n d o  E in una  famiglia liscia {Et, t r B} si verifica che il l imite di 
a(Et)  ~ l 'unione dei QP,k, con/r  parL Lo s tudio  di questa  part icolare 
de fo rmaz ione  pe rmet t e  fl calcolo del  grado di y nel  caso generaleo 

3.3 Punt i  d o p p i  de l  d iv i sore  t he t a  e p r o b l e m a  eli Prym-Torel l i  

S i a l  ~ S i n g e  e sia h~ = 2m,  m > 1. Come n e l c a s o  rn = 1 
poss i amo  costruire una  matr ice  di ord ine  2 m  

A = (Sui*Sv) 

a part i re  da una  base s l . . .  s2rn di H ~ (L). d e t A  e' l 'equazione del cono 
tangente  al divisore 0 nel pun to  L. La res t r iz ione di de tA  a P- 

det(A t A ) _ _ _ 0 o  

A - t A  ~ ant i s immetr ica  di ordine 2m,  quindi  d e t ( A - t A )  ~ il quadra to  
di u n  po l inomio  di grado m.  Tale po l inomio  ~ requaz ione  del cono 
tangente  a E in L. Nel seguito d i remo che L e' una  singalarita stabile se 
la p r eceden te  equazione n o n  ~ iden t i camen te  nullao In caso contrar io 
L si dir~ instabtle. Su una Prym generale non esistono singolarit~ 
instabilL 

TEOREMA 3.2 ([60], [15]) Sia (P, E) una varieta di Prym generica di di- 
mensione d > 7. Allora Sing.  =. ~ ridotto irriducibile di dimensione 
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d - 6 ed il suo punto generico ~ una singolaritd~ quadratica. Per d = 6 

S i n g e  ~ costituito da 16 singolarita'  quadratiche. Per d < 5 S i n g e  
vuoto. 

Nel seguito supporremo, salvo avviso del contrario, che (P, E) sia suf- 
ficientemente generale. S ing2E paramet r izza  una famiglia di quadri- 
che di P-: si tratta dei cord tangenti  proiettivizzati  alle singolarit~ 
quadrat iche (stabili) di E. Per quanto abbiamo osservato, l 'equazione 
al quadrato di ognuno di questi  cord ~ il determinante  di tma matrice 
antisimmetrica 4 • 4 di forme lineari. Ne segue che una tale equazione 
definisce una quadrica di rango al pift seL 

La famiglia di queste quadriche ~ importante  hello studio del pro- 

blema di Prym-TorelIL Sia/~ un  punto  di S ing2E e sia 

QL c P-  (3.10) 

il cono tangente proiett ivizzato a E in L. Si puo verificare che 

C - C Q L o  

TEOREMA 3-3 ([15]) Per una generica (P, E) si ha 

C-  = r L ~ Sing2E 

se d i m P  >_ 8. Se d imP = 7 l 'intersezione ~ costituita da C- pi~ due 

puntio 

In particotare questo teorema ci dice c h e l a  coppia (C, r/) risulta 
urdvocamente determinata  dalla famiglia deUe singolarit~ quadrati- 
che di E, se (P, E) ~ generica e g >__ 9. Si tratta dunque di una  di- 
most raz ione  del teorema di Prym-Torelli generico gi~ menzionato.  Le 
pr ime dimostraziord di tale teorema, valide per g _> 7, sono dovute 
a Kanev ([34]) e Friedman-Smith ([28]). Esse usano argomenti  diversi 
dal precedente.  I1 primo tentativo di usare le quadriche QL ~ dovuto 
probabi |mente  a Tjurin ([53]). L'analogo del teorema precedente  per 
il caso Jacobiano segue come corollario del teorema di Green (3~ 

TEOREMA 3.4 (GREEN) Sia (A~ O) la Jacobiana di una curva C canoni- 

carnente immersa in PH~ ~. [ coni tangenti a S i n g 2 0  generano 
1o spazio vettoriale delle quadriche contenenti  Co 
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Se C ha indice di Clifford _> 2, l ' in tersez ione  delle quadr iche  conte- 
nent i  C ~ C. Quindi, se C ~ generale e g > 5, C ~ in tersez ione  dei coni 

tangent i  pa ramet r izza t i  da Sing20o Non ~ chiaro se valga un  analogo 
del t eo rema  di Green per  una  curva Prym-canonica.  In posi t ivo vale 

il seguente  r isul ta to  di Lange e Sernesi ([38]): 

TEOREMA 3.5 Se l'indice di Clifford di C ~ > 3 e g >_ 8 l'intersezione 

A Q ,  C - c Q  

la curva C-  pi~ eventualmente una unione di sottospazi lineari. 

D'altra par te  i con t roesempi  not i  al p rob lema di Prym-Torelli sono 
tut t i  realizzati  a part ire da r ives t iment i  di curve C aventi  indice di Clif- 
ford  < 2. In base a ci6 sembra  ragionevole r iproporre,  parz ia lmente  
modificata,  una  conget tura  dovuta  a Donagi (conget tura  tetragonale).  

CONGETFURA 3.1 Sia (C, rl) E Rg,  se C ha indice di Clifford > 3 la 

mappa  di Prym d iniettiva in ( C, 0)o 

Inoltre: 

CONGETTURA 3.2 Sia C immersa in pg-2 dal sistema lineare ] m c  | rl J 

e sia W 1o spazio vettoriale delle forme quadratiche nulle su C. Se C 

ha indice di Clifford > 3 W ~ generato dal sottoinsieme S ingE2.  

3.4 Pun t i  d o p p i  di E e luoghi  di Andreot f i -Mayer  

S ing2  i~ ~ impor t an te  nello s tudio delle relazioni del luogo di Pr~Tn Pd 
con i luoghi  di Andreotti-Mayer. A dire il vero questa  cons ideraz ione  
vale pifl in generale per  una  qualsiasi  variet/t abeliana pr inc ipa lmente  

polar izza ta  
(A, O) E A a  

per  la quale S i n g 2 0  sia non  vuoto.  Sia infatti  

allora lo spazio tangente  
canon icamen te  con 

A = V / A ,  

a A d  nel  pun to  o = (A,O) si identifica 

Sym2V+ 
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O,v~iamente si ha una  inclus ione na tura le  

S i n g 2 0  C S y r / t 2 V  *, 

defmita  dalla mappa  x - Qx che associa ad x E S i n g 2 0  il corto 
tangente  a 0 in x. Nel segui to 

Q l  x c S y m 2 V  

indicher~ l ' iperpiano or togonale  al ve t tore  Qxo I1 seguente  1emma 
ben  no to  ([3], [61], [1, pago 253]), 

LEMMA 3.2 Sia o = (A, O) come sopra. Sia S i n g O  irriducibile di di- 
mensione k e sia S i n g 2 0  non vuoto. Allora per lo spazio tangente in 
o al luogo di Andreotti-Mayer L~ck vale la inclusione 

TNk,o c_ A Qx i ,  x ~ S i n g 2 0 .  

Vediamo come si applica tale l e m m a  per  provare che Pa e tma  com- 
p o n e n t e  irriducibfle del luogo di Andreott i -Mayer Nd-6 ,  (d > 7)~ Sia 
o = (P, E) u n  p tmto  generale di Pa, allora S i n g e  soddisfa  le ipotesi  
del l e m m a  ([60], [9], [16]). Poss iamo cons idera te  C come immer sa  in 
PV dal s i s tema lineare I toc| I. Quindi  ogni Qx, x ~ Sing2 E, defini- 
sce una  quadrica in PV. Una tale quadrica  cont iene Co Cons ider iamo 
lo spazio  vettoriale 

W =< Q x , x  ~ S i n g 2 0  > 

genera to  dai coni q u a d r i d  Qx. Per il t eo rema  di Debarre si ha 

W = H~ c S y m 2 V  *, 

dove 2 ~ il fascio di ideali della curva C. D'altra parte  si ha 

cod imH~ = 3d = dimPdo 

Appl icando  fl l emma si ha TN,o c W • cluindi dim TNa_6,o < 3d. 
D'al tra  par te  ~ ovvio che d im TNa_6,o >- d im Pa, per tan to  

d im TN~_6,o = d im T f  d, o = 3d 
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e Ta deve essere una  c o m p o n e n t e  irriducibile di 2Nd_ 6. Un'analoga 
d imos t r az ione  vale, appl icando il t e o r e m a  di Green, per  provare che 

fl luogo Jacobiano Ja e una  c o m p o n e n t e  irriducibile di 3Vd-4. 
Per il luogo di Andreott i-Mayer 5V1 vale 

codim_q~l > 3, 

anche se es is tono motivi  per  suppor re  che tale cod imens ione  cresca 
quadra t i camen te  in funzione  d i d  ([12]). Le variet/l di Pr~Tn permet to-  
no  di descrivere concre tamente ,  in d imens ione  bassa, le componen t i  
di :?VI ([18])o Nel successivo esempio p r o d u c i a m o  un  chiuso 

M C T d ,  d > 4 ,  

avente  cod imens ione  t r e e  con t enu to  in 3~fl. Se d < 5 M coincide con 
la c o m p o n e n t e  di d imens ione  m a s s i m a  di 3V1. Se d = 6 ~ possibi- 
le provare che M ~ una  c o m p o p e n t e  di 5V1. Per definizione M ~ la 
ch iusura  di Zariski del luogo delle Pryln delle coppie  (C, rT) tali che: 

1. su C esiste una  theta  carat terist ica 0 con h~ = 3, 

2. h~ | rl) = O. 

La famiglia R delle curve C soddis facen t i  1 ha cod imens ione  tre 
nello spazio dei modul i  delle curve di genere  d + 1, ([52]). D'altra 
par te  ~ possibi le  provare c h e l a  condiz ione  2 implica che la map-  
pa  di Prym Pa+l/R sia gener icamente  finita sulla propr ia  immagine.  
Quindi  M ha  cod imens ione  3 in Pd~ Se (A, O) E M, SingO contiene 
una  c o m p o n e n t e  irriducibile di singolarit/t  quadra t iche  instabili. Tale 

c o m p o n e n t e  ~ i somorfa  alia curva C. 

d = 4 C ~ iperelli t t ica di genere 5. M ~ il lu0go ipereilittico 5-[4 in ,A4, 
(unica c o m p o n e n t e  di cod imens ione  tre di 5V1), 

d = 5 C ~ una  quintica piana liscia. M e' il luogo Jacobiano in .As, 
(unica c o m p o n e n t e  di cod imens ione  tre di 5VI), 

d = 6 C e' una  sestica piana con tre nodi  allineatio M ~ il luogo det- 
le Jacobiane in termedie  dei quart~c double  solids con quat t ro  

nodi ,  ([19])o 
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Potrebbe essere interessante  lo studio della intersezione 

n Pa, 

dove _%r~ indica l 'unione delle component i  irriducibili di 3v1 non con- 

tenenti  Td. Per d > 7 non  ~ chiaro se esistano relazioni tra fl pre- 
cedente luogo M ed eventuali componenf i  di L/xrl* di codimensione 

bassao 

4 La m a p p a  di P r y m  

La bel lezza della geometria delle variet~ di Prym ~ part icolarmente 

messa  in evidenza quando si considera la mappa  di Pr~Tn 

P d + l  : ~ * d + l  -* ,- '~d (4.1) 

e la s t ru t tura  delle sue fibre in d i m e n s i o n e d  _< 5. In tal caso la mappa 

dominante .  Gli s t rument i  chiave per descrivere le fibre sono la map- 

pa di Abel-Prym, il lemma di Masiewicki e la costruzione tetragonale 

di Donagi. 

4.1 Mappa di Abel-Prym 

Sia (P, =.) la variet~ di Prym del r ivest imento Tr : C -- C e s i a i  : 

- C l ' involuzione determinata  da rr~ Per definizione la mappa  di 

Abel-Prym 

a : C - P (4.2) 

associa a x E C l 'elemento 

a ( x )  = O e ( x -  i (x ) )  ~ P c Pic~ 

Si verifica facilmente che a ~ iniettiva se C ~ non  iperellittica e che i 

indot ta  dalla moltiplicazione per - 1 su P. La classe di a .  C nell'anello 

di coomologia di P 

[ 2 E d - 1 / ( d -  1)!]. 

LEMMA 4.1 (MASIEWICKI) Sia (P, E) una variet& abeliana principal- 

mente polarizzata e sia F c P una curva liscia, irriducibile e tale 

che: 
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1. F ha classe di omologia [ 2 E d - 1 / ( d  - 1)!], 

2. F ha genere 2d + 1, 

3. F ~ invariante rispetto alla moltiplicazione per - 1 .  

Allora (P,E)  ~ la Prym d i r r  : F ~ F, dove F = F/ < - 1  > e r r  ~ la 
mappa  quoziente. 

La libra di Pa+l pu6 quindi  esse re  desc r i t t a  cons ide rando  la fami- 

glia delle curve  di P sodd is facen t i  alle condiz ion i  del lemrna, Ques to  

m e t o d o  f u n z i o n a  in m o d o  sodd i s f acen t e  se d _< 3. Vediamo u n a  

desc r i z ione  b i raz ionale  della fibra. 

d = 3 (P, E) ~ la Jacobiana di una  curva  di genere  tre. F ha genere  7 

e classe di omologia  [E 2]. Si d i m o s t r a  che F deve essere  inter-  

sez ione  comple ta  di due  t raslat i  E + a e E + b del  divisore theta.  

Poich~ [~ ~ invar iante  pe r  - I  si ha  a = - b .  In conclus ione  

= (E + e )  n ( E - e )  

con  e E P. Usando ques ta  o s se rvaz ione  si d imos t ra  c h e l a  l ibra 6 

b i raz iona le  a PI < - 1  >2 cio6 alla variet~ di K u m m e r  di P ([47]). 

d = 2 (P, E) ~ la Jacobiana di u n a  curva  di genere  due.  La classe di 

omolog ia  di F ~ [2E]. Le altre clue condiz ioni  impl icano che 

appa r t i ene  al s i s tema l ineare [ 2E 1. Su tale s i s t ema  agisce il 

g r u p p o  G ~ Z 4 delle t ras laz ioni  su P pe r  un  e l emen to  di o rd ine  

2. La fibra r isul ta  essere  b i raz iona le  al quoz ien te  [ E [ /G, ([56]). 
Tale quoz ien te  ~ noto:  si t r a t t a  dello spazio dei  modul i  .A~ 2) 

delle superf ic i  abeliane p r inc ipa lmen te  po la r izza te  e do ta te  di 

una  s t r u t m r a  di livello due  ([54]). 

d = 1 P ~ u n a  curva ellittica, F. ~ lo zero  delia s t ru t tu ra  di g ruppo  

su P. Sia n" : C - C u n  r ives t imen to  che d e t e r m i n a  (P, E). Si 

verif ica fac i lmente  che C ~ iperel l i t t ica e c h e l a  m a p p a  di Abel- 
P r y m  a : C - P ~ u n r i v e s t i m e n t o  doppio.  S i a ~  : C - p1 

la m a p p a  iperellittica. Si not i  che  o~ x /3  : C - P x pi  ~ u n a  

immers ioneo L ' immagine F di ~ • definisce un  s i s tema l ineare  

] F I di d imens ione  5. II g ruppo  G degli  au tomor f i smi  di P • p1 
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che fissano I F I contiene PGL(2)o I1 quoziente 1 F I /G ~ tma 
superficie razionale, birazionale alia fibra della mappa  di Prymo 

La precedente  descrizione birazionale pu6 essere rnigliorata. In- 

fatti pg si estende ad una mappa  propria 

Pa+l  "Rd+l  -~ -Aa~ (4~3) 

su una oppor tuna compattif icazione parziale 

Rd+l (4.4) 

dello spazio dei moduli  "Ra+l. S e d  _< 5 esiste una descrizione bite o 

golare della fibra generale di Pd+x ([26], [27], [47], [56]). 

4.2 La cos t ruz ione  te t ragonale  di Donagi 

Lc studio della fibra della mappa  di PrymVa+l  nei casi d = 4 e d = 5 si 

basa sulla celebre costruzione tetragonale di Donagi. Tale costruzio- 

he, valida per ogni valore di d, de termina  il pill importante  controe- 
sempio al teorema di Prym-Torelli. La stessa cos tmzione  pu6 essere 

inoltre applicata ai casi sopra considerati,  ([21]). 

Sia rr : C - C un  rivestimento doppio non rarmficato cti una  curva 
tetragonale, cio6 dotata di un  fascio T di divisori di grado quattro. 

Sia poi 
N : ~(4) - C(4) 

la naturale mappa norma tra i (4)-prodotti  simmetrici  delle due curve. 
T ~ contenuto in C (4~. Donagi prova che la controimmagine di T Si 

spezza  in due curve 

che s o n o  in generale lisce, irriducibili di genere d + 1. Entrambe sono 

dotate  di una involuzione senza punti  fissi indotta in modo naturale 

dalla analoga involuzione di C. Inoltre i loro quozienti mediante  le 

rispettive involuzioni sono tetragonali. La restrizione a C1 u C2 della 

mappa  
1 -- ~ : ~ ( 4 )  ~ p 

una immersione. Perci6 identif icheremo te due curve con le loro 

immagini  in P. 
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C1, C2 soddisfano a tut te  le ipotesi del lemma di MasiewickL Ab o 

biamo quindi costruito, a partire da Tr �9 C ~ C, due altri rivestimenti 

T c j ' C j - - C j = C j /  < - 1 >  j =  1,2 (4.5) 

aventi di nuovo (P, E) come variet~ di Prym associatao Poich~ i tre ri- 

vest imenti  considerati  non  sono in generale isomorfi, la costruzione 

tetragonale fornisce un  controesempio al problema di Prym-Torelli. 

La costruzione permet te  inoltre una ul teriore interpretazione del fat- 

to che pg sia non  iniettiva per g _< 6. Infatti una curva generale di 

genere g < 6 ~ sempre te t ragon~e.  

La costruzione tetragonale pu6 essere iterata, applicandola di nuo- 

vo ad uno dei due rivestimenti Trj. Un teorema di Debarre ci dice che, 

se i l  genere ~ sufficientemente grande, non  si ot tengono in tal modo 

altri r ivestimenti  diversi dai precedenti .  

TEOREMA 4.1 (DEBARRE) [l grado della mappa di Prym sul luogo dei 
rivestimenti ~tale di curve tetragonali ~ tre a partire da g > 13 

La costruzione tetragonale si es tende al caso dei rivestimenti am- 
missibilL Tali rivestimenti sono definiti per curve stabili ed harmo 

come spazio dei moduli  la compatt if icazione parziale Rg gi~ consi- 

derata. Come si ~ osservato pg si es tende  a un  morfismo 

p--g "Rg -~ A g - l .  

Diremo che due rivestimenti ammissibili rrl ~ C1 ~ C1~ ?T2 ~ C2 - C2 

sono connessi dalla costruzione tetragonaIe se uno dei due si ottiene 

dall 'altro dopo avere applicato un certo numero  di volte la costruzio- 

ne tetragonale~ 
La congettura tetragonale di Donagi ([25, 6.5.1]) afferma che clue 

punti  su una  stessa fibra della mappa  

pg �9 Rg ~ Ag_  

sono sempre  connessi dalla costruzione tetragonaleo La conget tura  

implica che, se le coppie (Ct, rh) e (C2, r/2) sono distinte e definiscono 

la stessa Prym, allora C1 e C2 devono essere tetragonali. La conget tura  

ha senso per  curve lisce, cio~ per punt i  su una fibra di pg e non di ~g. 
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Nel caso di ~g esiste infatti un  controesempio ben noto alia questione 

posta, si tratta dei cosiddett i  r ivest imenti  di Wirtinger ([4], [26]). Altri 

esempi, sempre a proposito di ~ e non  di p~, sono stati costruiti  

da Naranjo smdiando la mappa  di Prym per rivestimenti di curve 

biellittiche ([45]). D'altra parte l 'autore ha provato c h e l a  conget tura  

tetragonale stessa non  6 vera se g = 10 ([571). Vale infatti il seguente 

TEOREMA 4.2 Sia S c R10 il luogo delle coppie (C, rl) tall che C ~ una 
sestica piana liscia. Allora p lo /  S ha grado due sulla immagine.  

Poich6 le sestiche plane non  sono tetragonali, la conget tura  non 

vera in questo caso. 1~ tuttavia ragionevole pensare che il caso 

delle sestiche piane sia l 'unica eccezione 3ol. La cos tmzione  del 

controesempio si basa sullo studio delle ipersuperfici 

T c p2 • p2 (4.6) 

non singolari di bigrado (2, 2). Le due proiezioni canoniche determi- 

nano due s trut ture di fibrato in coniche 

Pn : T ~ p2 n = 1, 2. 

La curva discriminante di Pn e una sestica liscia Cn munita  in modo 

nattLrale d i t m  rivestimento doppio e non  ramificato 

r r .  :Cn -+ Cn. 

Come h ben noto la Jacobiana intermedia  J T  di T 6 la varlet8 di Prym 

di rrn ([6]). I due rivestimenti  risultano, in generale, non  isomorfi  per 

cui il grado della mappa  p l o / S  : S - Plo(S) 6 almeno due. 

Siano T lo spazio dei moduli  di T e sia T lo spazio delle coppie 

(T, Pn). Per dimostrare che fl grado di p l o / S  6 due si considera il 
d iagramma commutat ivo 

~ S 
u 

is lpl0 
T J - .52{10 

dove f 6 la mappa dimenticante  (T, Pn) - T, j 6 la mappa di Torelli 

T -- J T  e u 6 la mappa  (T, Pn) -- rrn. Si dimostra che u e j hanno 
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grado uno sull'immagine. Poichfi f ha ovviamente grado due, anche 
p l o / S  ha grado due~ 

La congettura tetragonale ~ vera per 9 -< 6 ed ~ uno degli stru- 
menti per descrivere la mappa di Prym. La bellezza della geometria di 
tale mappa culmina nei casi di genere sei e cinque the ora brevemen- 
te riassumeremo. Ci sembra questo fl modo migliore di eoncludere 

questa incompleta antologia riguardante le variet/t di Prym. 

4.3 

Sia 

La mappa di Prym in genere 5 e 6 

M c R6 (4.7) 

lo spazio dei moduli delle coppie (Q, a) dove 

Q c P  2 

una quintica liscia ed cr soddisfa alia condizione 

h~ | a) = Oo 

La mappa di Prym 

p 6 / M  : M ~ A 5  

iniettiva e la sua immagine ~ un aperto del luogo Jacobiano 

Js c -As. 

In effetti tmpun to  di p6(M) risLdta essere la Jacobiana di una curva 
canonica 

C c p4 

sufficientemente generale. Sia 

T r : Q - Q  

il rivestimento defimto da a. AlIora Q parametrizza la famiglia del|e 
quadriche di tango quattro contenenti C e Q la famiglia delte schiere 
di piani contenuti in tali quadricheo Inoltre Tr ~ la funzione che associa 
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ad  ogni schiera  di piani  la quadr ica  che  li con t iene  ([53], [44]). I1 fat to 

c h e l a  Pr~Tn di (Q, a )  sia la Jacobiana  di C implica  

Pic~ = I r a (1  - i*)  c P i c ~  

dove i : Q ~ Q 6 l ' involuzione  def ini ta  da n-~ Sia 

rl ~ Pic~ 

u n  e l emen to  n o n  banale  di 2- tors ione e sia 

G c Pic~  

l ' immagine  inversa m e d i a n t e  l ' o m o m o r f i s m o  

Tr* " Pic~ - Pic~ 

del g ruppo  genera to  da  r/. G ~ i somor fo  a Z2 �9 Z2 ed 6 genera to  da a e 

da  u n  secondo  e l emen to  fi~ Risul tano in tal m o d o  definite tre coppie: 

(Q,a) ,  (Q, f i ) , (Q ,a  | fi) 

ed a l t re t t an te  varlet& di Prym. Usando  fi pair ing di Weil su Pic~ 
si verifica fac i lmente  che esiste  u n  un ico  x ~ G diverso da zero  e a e 

tale che  h~ | x )  = 0~ Sia x =/3 e sia 

 1:41 - Q 

il r ives t imen to  def imto  da/3.  La varlet& di P rym di Trl ~ la Jacobiana  

di u n a  seconda  curva C1 di genere  5. Inoltre  il so t tog ruppo  

c P ic~  c Pic~ 

gene ra to  da un  e l emen to  ql:  Appl icando  alla coppia  (Q, fi) la s tessa  

c o s t m z i o n e  si r io t t iene (C, tT). La cos t ruz ione  definisce d u n q u e  una  
invo luz ione  

A : R5 - Rs .  (4.8) 

Inol t re  le due  coppie  (C, 0), (C1, r/t) def in iscono la s tessa  Prym, per  
cui  ([26]) 

P5 = P5 - ?t, 
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I1 ruolo del terzo e lemento  y = a | 13 6 a l t re t tanto  interessante .  
In p r imo  luogo la Prym di (Q,y)  ~ la Jacobiana intermedia di una 
ipersuperficie cubica 

y c p 4 .  

Sia 

o E A 4  

l ' immagine,  med ian te  Ps, del p u n t o  (C, 0) e sia poi  

F(Y) 

la superficie che parametrizza le rette contenute in Y. La conclus ione  
di Donagi  6 costituita,  a lmeno per  tin p u n t o  generale o ~ A4, dal 
seguen te  

TEOREMA 4.3 Esiste un isomorfismo naturale 

F ~ l ( o ) /  < A >--- F(Y). 

In particolare ---1 P5 (o) ~ un rivestimento doppio della superficie delle 
rette F(Y). 

Oltre che da Donagi, lo s tudio  di P5 e stato u l te r io rmente  svflup- 
pa to  da E. Izadi in una  serie pifl recente  di lavori ([33]). La struttu_ra, 

a l t re t tan to  ricca e interessante,  di 

P6 : R6 - A5  

e le re lazioni  di tale mappa,  avente  grado 27, con la geometr ia  della 
superficie cubica e delle sue ret te  sono dovute  a Donagi e Smith ([27]). 
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