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1 Imtroduzione

1l tema generale di questa conferenza riguarda la costruzione di esem-
pi espliciti di varieta abeliane principalmente polarizzate e lo studio
del loro divisore theta. In altre parole si tratta di costruire dei tori
complessi

A=V/A, (1.1)

dove V indichera d’ora in poi uno spazio vettoriale complesso di di-
mensione g e A un reticolo in V di rango 2g, che siano dotati di una

immersione olomorfa
¢$:A-—P"

determinata da L®*, dove L ¢ un fibrato lineare tale che

ho(L) = 1.
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L & un fibrato ampio su A. Poiché h9(L) = 1, esiste un unico divisore
effettivo

OcCA (1.2)

acui L é associato. Per definizione L & una polarizzazione principale e
O e il divisore theta corrispondente. Una coppia (A, ®) si dira varieta
abeliana principalmente polarizzata. La condizione che L sia princi-
pale implica che © sia ridotto e connesso. Supporremo inoltre che ®
sia invariante rispetto alla moltiplicazione per —1.

L’esempio piu classico di coppia (A, ®), e la prima motivazione per
lo studio di tali coppie, é costituito dalla Jacobiana di una superficie
di Riemann C di genere g.

Sia wc il fibrato cotangente a C e sia HO(w¢) lo spazio vetto-
riale delle sue sezioni globali, cioé dei differenziali olomorfi su C.
Consideriamo 'omomorfismo iniettivo

JiH1(C,2) — Ho(we)*

definito nel modo seguente: perogni[yl € Hi(C,Z) I'elemento j([y ]
¢ il funzionale lineare H?(wc) — C che associa a w l'integrale fy w.
La Jacobiana di C ¢ allora la coppia (A4, ®), dove A = V/A con

V=H%wc)* e A=jHI(CZ).
© ¢, a meno di una traslazione, I'immagine della mappa di Abel
a:C¥ b 4

dove C9~D ¢ il (g ~ 1)-prodotto simmetrico di C. La costruzione
¢ troppo nota per essere ulteriormente approfondita in questa sede.
Tuttavia, se si vogliono cercare esempi diversi da quello appena consi-
derato, non ¢ difficile accorgersi di come le conoscenze a disposizione
siano certamente minori, ed in ogni caso ben lontane dall’avere quelle
caratteristiche di completezza che sono proprie del caso Jacobiano.
La geografia dello spazio dei moduli

A, (1.3)
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delle coppie (4, ®) appare dungue ancora non delineata in vari suoi
aspetti, e questo vale anche per la maggior parte delle sottovarie-
ta interessanti di A4. In proposito ¢ forse utile riprendere qualche
osservazione sui luoghi di Andreotti-Mayer

N =1{(A,0) € Ay | dimSing® = k}. (1.4)

Tali sottoinsiemi chiusi costituiscono una stratificazione naturale di
Ag. Essi furono introdotti da Andreotti e Mayer in un celebre arti-
colo nel quale veniva affrontato il problema di caratterizzare il lnogo
Jacobiano in Ay, ([3]). Per k = 0 iluoghi di Andreotti-Mayer defini-
scono famiglie speciali di varieta abeliane principalmente polarizzate.
Appare quindi del tutto naturale porre almeno il seguente

PROBLEMA 1.1 Determinare il numero delle componenti irriducibili di
Ny e la loro dimensione.

Tale problema é tuttavia ben lontano da una soluzione comple-
ta. Una variante della stratificazione precedente puo essere proposta
utilizzando la mappa di Gauss

Yo :0 — PV*,
Per definizione yg associa a x € ® — Sing® lo spazio tangente
Yo(x)=Tox CV =Txyx.

Yo € determinata dal fibrato normale Og(®) ed il suo luogo base €
Sing®. Sia
Dy = {(A,0) € Ay | degyo < ki,

su questi luoghi, e sulla relativa stratificazione di A 4, non si hanno in
sostanza informazioni. Le considerazioni fin qui svolte non valgono
per g < 3. Sia infatti

J, C Ay (1.5)

il luogo Jacobiano, e cioeé la chiusura di Zariski della famiglia dei punti
di A4 che corrispondono a Jacobiane. Per g < 3 siha J; = Ay
e di conseguenza ogni tipo di informazione é disponibile. D’altra
parte anche nei casi g = 4,5 esistono molte informazioni e questo
vale anche per la stratificazione di Andreotti-Mayer che riproponiamo
come esempio significativo. Fissiamo le notazioni seguenti:
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e Onuu = luogo theta-null =
{(A,0) € Ay | Sing® N Ay = O},

dove A2 C A é il gruppo di 2-torsione. Oy, ¢ un divisore
irriducibile ([19]).

e H, = luogo iperellittico = chiusura di Zariski di
{(A,0) € A4 | A &laJacobiana di una curva iperellittica}.
o AL = luogo dei prodotti =
{(A1xA2,01 XA UA XB2) € Ay | (A;,0;) € Ay,
i=1,2, 0 <g;<g}.

E immediato osservare che A] ¢ Ny_2. Inoltre é stata recente-
mente dimostrata da Ein e Lazarsfeld la seguente notevole congettura:

TEOREMA 1.1 Aj = Ny_o.

Veniamo ora alla descrizione dei luoghi di Andreotti-Mayer per
g=4,5

g=4
e No = J4U Onuu,
e Ny = Hy,
) szﬂg.
g=5

* No =D U Opyu,
Ni=J5UV,

o No =3,
N3y = AL,

&
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dove D ¢ un divisore irriducibile. V & unione di 4 componenti irridu-
cibili di codimensione 4 ([4], [18], [49)]).

Si noti che, in entrambi i casi, Ng_3 ¢ il luogo iperellittico, men-
tre il luogo Jacobiano € una componente di dimensione massima di
Ng-4. 1 precedenti risultati sono stati resi possibili dalla esistenza,
in dimensione quattro e cinque, di una costruzione esplicita della ge-
nerica varieta abeliana principalmente polarizzata. Pit precisamente
vale il seguente

TEOREMA 1.2 Ogni (A,0Q) € Ay é una varieta’ di Prym per g < 5.

Le varieta di Prym, che definiremo e considereremo nella successi-
va sezione, costituiscono dungue un primo esempio concreto di varie-
ta abeliana principalmente polarizzata che non sia necessariamente
una Jacobiana. Si potrebbe forse aggiungere che si tratta dell’'unica
famiglia ampiamente conosciuta e diversa dalle Jacobiane.

2 Varieta di Prym

Le varieta di Prym, il cui studio fu iniziato da Wirtinger e Prym all’ini-
zio del Novecento, sono riapparse negli anni settanta grazie ai lavori
di Mumford, Beauville, Tjurin e numerosi altri autori. Esse si sono
rivelate molto utili sia nello studio dei problemi esposti nella sezione
precedente, sia in relazione a questioni anche molto diverse. Tra que-
ste ultime il caso piu celebre di applicazione riguarda il problema di
Lueroth per varieta tridimensionali e la dimostrazione della non ra-
zionalita della ipersuperficie cubica di P#, ([11], [44]). Per introdurre
la definizione di varieta di Prym, possiamo partire da un rivestimento

m:C—C (2.1)

tra due superfici di Riemann connesse e compatte. 71 determina
un'applicazione

Nm : Pic%(C) — Pic%(0) (2.2)

tra le corrispondenti varieta di Picard dei fibrati lineari di grado zero
su C. La funzione Nm, detta mappa norma, é definita ponendo:

Nm(Os(d)) = O¢(myd),
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per ogni Ox(d) € Pic®(C). Nm & un morfismo di varieta abeliane,
quindi la componente connessa dello zero

A = Ker®(Nm)

& una sottovarieta abeliana di Pic®(C). Una polarizzazione naturale
SuAe
M = 04(0),

dove © é un divisore theta su Pic?(C). In pochi casi esiste una polariz-
zazione principale L tale che M = L®%, Tra questi I'unico interessante
siverifica quando 7t é un rivestimento doppio non ramificato. D'orain
poi supporremo percio di essere sotto questa ipotesi ed indicheremo
con

n € Pic®(C) (2.3)

T'elemento non triviale di ordine due da cui 1 e definito. Nel caso in
questione vale
M = L%
Sia
BEcCA (2.4)

il divisore theta corrispondente a L. La coppia (A, Z) é per definizione
la varieta di Prym del rivestimento 1t o della coppia (C, n). Poiché Nm
& suriettiva, si ha
dimA=g-1
dove g indichera d’ora in poi il genere di C. Prima di approfondi-
re questa costruzione € utile indicare alcune questioni collegate in
modo naturale allo studio delle varieta di Prym. Su tali questioni le
conoscenze sono oggi piuttosto estese. Tuttavia, come vedremo, non
mancano i problemi aperti, spesso di notevole rilievo.
Indicheremo con

Py (2.5)
la chiusura di Zariski in A4 del luogo delle varieta di Prym e con
Ry (2.6)

lo spazio dei moduli delle coppie (C,n). Ry €’ irriducibile di dimen-
sione 3g — 3.
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2.1 Mappa di Prym e problema di Torelli

La mappa olomorfa
pg : Rg - Ag..]_ (27)

che associa alla classe di isomorfismo di (C, n) la classe di isomor-
fismo di (4,Z) € nota come mappa di Prym. Un problema generale
¢ quello di descrivere tale mappa. py € analoga per vari motivi alla
mappa di Torelli

Jg:1 Mg — Ag,

che associa alla classe di isomorfismo di una curva C la classe di
isomorfismo della sua Jacobiana. Per j, vale il Teorema di Torelli:

TEOREMA 2.1 jg € iniettiva.

Il teorema di Torelli afferma che é possibile ricostruire una curva
C a partire dal dato della sua Jacobiana. Analogamente ci si puo
chiedere se e possibile ricostruire una coppia (C, ) a partire dal dato
della sua varieta di Prym.

PROBLEMA 2.1 py e’ iniettiva?

Tale problema ha una immediata risposta negativa se g < 5. Es-
sendo infatti

2

“

dim A, = (g) e dimR,=3g-3,

sihadimRy > dimA,_; seg < 5. Quindi py non puo essere injettiva
in tal caso. In realta esistono, per ogni valore di g, sottoinsiemi di R4
lungo i quali la mappa py non ¢ iniettiva. Un esempio relativamente
semplice e il seguente:

Sia Rg il luogo delle coppie (C, ) tali che C é iperellitticaed 7 é 1a
differenza di due distinti punti di Weierstrass di C. La Prym di (C, n)
¢ la Jacobiana di una curva iperellittica di genere g — 1 ([40], [13]). E
sufficiente allora un conto di dimensioni per dedurre che py, /Rg non
puo essere iniettiva.

D’altra parte abbiamo ([34], [28], [15])
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TEOREMA 2.2 (TEOREMA DI TORELLI GENERICO) La mappa di Prym pg
€ genericamente iniettiva se g = 7.

Dunque il problema posto sulla iniettivita di py va riformulato in
modo appropriato:

PROBLEMA 2.2 Determinare il massimo aperto Ug di Ry per il quale
la mappa pg /Uy : Uy — pg(Uy) sia biolomorfa.

Possiamo dire che il problema di Prym-Torelli per una coppia (C, )
e quello di decidere se (C, ) definisce un punto di Uy. In caso contra-
rio diremo che (C, ) & un controesempio al problema di Prym-Tovelli.
Sul problema di Prym-Torelli esistono controesempi e congetture par-
ticolarmente interessanti. L’affascinante geometria delle fibre della
mappa di Prym per g < 6 fa parte di questo tema.

2.2 Varieta di Prym e luoghi di Andreotti-Mayer

Tra le varieta di Prym e le varieta Jacobiane esistono numerose ana-
logie. In gran parte esse sembrano dovute al fatto che, in entrambi
i casi, il divisore theta possiede un luogo singolare di dimensione
piuttosto alta rispetto alla dimensione della varieta. Tale luogo ha
fondamentale importanza nello studio delle varieta in questione. Ad
esempio le singolarita quadratiche del divisore theta entrano in gio-
co sia nella dimostrazione del teorema di Torelli che nello studio del
problema di Prym-Torelli. La prima descrizione del luogo singolare
del divisore theta di una Prym generica ¢ dovuta a Mumford ([40}).

TEOREMA 2.3 Sia (A,Z) una Prym generica di dimensione d, allora
dim SingZs = d - 6. SedimSingZ = d — 6 la coppia (C, n) appartiene
a una lista nota di casi.

L’ analogia tra varieta di Prym e Jacobiane appare di nuovo in
evidenza se si guarda alle relazioni di tali varieta con 1 luoghi di
Andreotti-Mayer ([3], [5], [20]):

TEOREMA 2.4

(Wirtinger, Beauville) 7; C Py,
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(Andreotti-Mayer) 7y e’ una componente irriducibile di Nj_4,
(Debarre) P4 e’ una componente irriducibile di Ny _g.

In questo quadro si possono proporre varie guestioni riguardanti
le Prym che traggono origine da questioni analoghe studiate nel caso
Jacobiano:

o Descrivere i casi in cui SingE é riducibile,

e Determinare il cono tangente ed il suo termine successivo nello
sviluppo in serie di Taylor di Z in una singolarita quadratica,

e Descrivere la intersezione di P; con altri luoghi di Andreotti-
Mayer che non contengano P.

Quest'ultimo problema e particolarmente interessante e vale la
pena di riportare subito alcuni risultati e congetture in proposito.

TEOREMA 2.5 (BEAUVILLE) N4i_4 N Py contiene una sola componente
irriducibile di dimensione massima che é il luogo Jacobiano 7. Esisto-
no tuttavia altre componenti di dimensione strettamente inferiore.

CONGETTURA 2.1 (DONAGI) Ny-3, N4 sono contenuti in Py.
Da questa congettura seguirebbero
CONGETTURA 2.2 Ny_3 = Hy.

CONGETTURA 2.3 J4_4 €’ l'unica componente irriducibile di Nyj_4 a-
vente dimensione 3d - 3.

2.3 Punti singolari del divisore Theta e Teoria di Brill-Noether

Le singolarita del divisore theta di una Prym nascono in relazione con
i luoghi di Brill-Noether

Wi ={L e PicH(C) | h°U) =+ + 1}
associati alla curva C. Si considerino infatti la mappa norma

N : Pic?972(C) — Pic®~2((C),
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definita come in (2.2), e lo schema
Wae = Wi, o - N"Hwe). (2.8)

Per una Prym generica, SingZ é isomorfo a una componente di tale
schema. Essa ¢ irriducibile non appena dimSing= = 1. Precisamente
Sing® & la componente degli elementi I tali che h®(L) & pari. Inoltre
la molteplicita di L come elemento di Sing=s é %ho (L). La descrizione
di SingE pud dunque essere ricondotta allo studio del luogo W(%Cn
Tale studio é stato affrontato pill in generale da vari autori:

PROBLEMA 2.3 Fissato M € Pick(C) studiare i luoghi
Wy =W} - N"H(M),

dove N : PicX(C) — Pic*(C) ¢ la mappa norma indotta da un rivesti-
mento doppio qualsiasim: - Ce

Wi ={L € Pic"(C) | h°(L) = » + 1}.

Questo problema viene talvolta chiamato problema di Prym-Brill-
Noether. Se 1 & un generico rivestimento doppio non ramificato e
M = wc la principale risposta al problema di Prym-Brill-Noether & la
seguente ([60], [9])

TEOREMA 2.6 dimW[, . =p’,conp’ =g -1 - (r?)-

Gli unici altri casi per i quali un teorema analogo ¢ stato provato
sono i seguenti:

M = wc(—-a) oppure M = wc(2b-a)

dove a & un divisore effettivo e 2b ¢ linearmente equivalente al divi-
sore di ramificazione di 1T ([36]).

TEOREMA 2.7 Sianod = deg a en = deg b. Sia poi

p=pgrdn=g-1l+n-(d+n)r+1) - (r;l).

Se p’ = 0 allora dimWj; = p'.

Vari punti interessanti della teoria di Prym-Brill-Noether attendo-
no di essere sviluppati ed in particolare alcune evidenti relazioni con
la teoria di Brill-Noether per i fibrati di rango due su C ([36], [8]).
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2.4 Mappa di Gauss per il divisore Theta

Nel caso della Jacobiana (JC,®) di una curva C, la mappa di Gauss
del divisore theta ammette una descrizione geometrica particolar-
mente elegante. In questo caso © si identifica birazionalmente al
g — 1-prodotto simmetrico di C. D’altra parte JC = V/A, dove V =
H%we)*, e quindi PV* é il sistema lineare canonico | w¢ |. Dopo
queste identificazioni la mappa di Gauss diventa

y:CY9 D e .

La fibradiy in h €| we | & costituita dai divisori d € C9~V tali che
h — d é effettivo. Il grado della mappa ¢

2g —2
d = .
ey ( g-1 )
11 luogo di ramificazione ¢ la ipersuperficie duale della curva C im-
mersa canonicamente in PV. Lo studio della mappa &, in un certo
senso, lo studio della geometria delle sezioni iperpiane di C. Nel ca-
so di una Prym (A, ) abbiamo V = H%(«w¢ ® n)*, la mappa di Gauss
e

Yy:E—~lweceni. (2.9

Se per una Jacobiana entrano in gioco le sezioni iperpiane h di C,
in questo caso vanno prese in considerazione le quadriche di rango
tre che sono osculatrici a C lungo un divisore d del sistema lineare
| we ® n|. Vedremo in che modo tali quadriche entrano in gioco e
come rispondere, almeno in parte, alle questioni seguenti.

e Qual’ é il grado della mappa di Gauss y per una Prym generica?
e Quali sono i possibili gradi di y?
e Come descrivere geometricamente y e la sua ramificazione?

Nelle rimanenti due sezioni ci serviremo liberamente di costruzio-
ni elementari ed esempi allo scopo di illustrare e commentare alcune
delle risposte finora date ai vari problemi esposti.



14 A. VERRA

3 Coni tangenti al divisore theta ed applicazioni

In questa sezione utilizzeremo la costruzione del cono tangente inun
punto al divisore theta di una Prym per studiare la mappa di Gauss
e per affrontare il problema di Prym-Torelli. Preliminarmente ¢ utile
introdurre una definizione equivalente di varieta di Prym ([39], [1,
pag. 294}).

Sia (A, ©) la varieta di Prym del rivestimento 7t : C — Cesia

N:Pic?92(C) — Pic?972(C) (3.1)

la mappa norma precedentemente considerata. Valgono le proprieta
seguenti:

1. N"Yw¢) = PuU P’, dove P e P’ sono biregolari ad A.

2. P e P’ sono distinte dalla parita della dimensione degli spazi
delle sezioni globali dei loro elementi. Per definizione porremo

P={LeNNwe) | h%L) eépari}. (3.2)

3. Su P é definito il seguente divisore
E={Lepr|h%) =2} (3.3)

4. A meno di una traslazione P si identifica canonicamente ad A,
dopo tale identificazione si ha £ = ©.

D’ora in poi porremo
J=Pic?972(C) , J=Pic*973(C). (3.4)
Si noti che, insiemisticamente,
PNn@=_,
dove
O={Le]IhD) =1}
¢ il divisore theta di J. Poiché i punti di & soddisfano h%(L) = 2

abbiamo
ZCSing®
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per il teorema di Riemann-Kempf, ([1, pag. 241]). Inoltre vale
P-© =28,
Nel seguito di questa sezione una varieta di Prym sara una coppia
(P,2).
3.1 Spazio tangente al divisore theta

D’ora in poi supporremo che € sia canonicamente immersa nel suo
spazio canonico

P =PHYwe)*. (3.5)

Sia i : ¢ — C 'involuzione che scambia gli strati di 7r. i induce una
involuzione u su H%(w¢)* dotata delle seguenti proprieta’:

1. Siano P* e P~ le proiettivizzazioni degli autospazi +1 e —1 di
U, si ha il diagramma commutativo

h~ h*

P~ P p*
V) U U
c- B s e -

dove h* e h™ indicano le proiezioni lineari di centri P~ e P*. C~
e C sono rispettivamente il modello Prym-canonico e canonico
di C. In particolare si verifica che h*/C =h~/C = m.

2. Sia x € P. La proiettivizzazione dello spazio tangente T , € P,
mentre la proiettivizzazione del sottospazio Tpx € P™.

Vediamo di scrivere 'equazione in P~ dello spazio tangente a £ in
un suo punto
LeE-SingE.

Poiche’ E e’ non singolare in L vale h°(L) = 2. Quindi, per il teorema
di Riemann-Kempf, I & un punto doppio di . Il cono tangente a © in
L & una quadrica

Q CP. (3.6)
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Sia 51,52 una base di HO(L), si noti che Xy = Smi*s, appartiene a
H%(wc). L'equazione di Q é allora

detA =0,
dove
A = (xmn), (1 = m)n = 2)1 (3'7)

({1, pag. 298]). Geometricamente Q si pud descrivere come quella
quadrica di rango < 4 i cui rulings di spazi lineari massimali taglianc
suC leserie | L | e]| i*L |. Poiché 28 = P - @, la equazione di Q
ristretta a P~ ¢ il quadrato della equazione di T ;. Tale quadrato &

det(A -t A) =12, t=x12—x21.

3.2 Mappa di Gauss per il divisore theta

Restringendo il precedente iperpianc {t = 0} alla curva C~ c P~
otteniamo un divisore Prym-canonico

delwcenl.
Possiamo quindi interpretare la mappa di Gauss come quella mappa
y:E—~lwcenl

che associa a L I'elemento d = C~ - {t = 0}. D’altra parte si vede
facilmente che la restrizione a P* di Q & una quadrica di rango tre

q = {det(A +' A) = 0}

contenuta nello spazio canonico di C. g ¢ interessante per la mappa
di Gauss a causa del seguente ([58])

LEMMA 3.1 Siay(l) =d. Allorag - C = 2d.
Consideriamo ora il sistema lineare

Q =| 0p-(2) |
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delle quadriche dello spazio canonico di C ed in esso la varieta
Q3
delle quadriche di rango < 3. Sia
QpcQ?

la sottovarieta delle quadriche di rango tre che tagliano sulla curva
canonica C due volte un divisore d €} w¢ ® n | e sia pot

A:Q3 — wd? |

la mappa di restrizione. Per il lemma abbiamo un diagramma com-
mutativo

g - Qr
|¥ e
lwcen| —— V,

dove « associa a L la quadrica di rango tre g e
V| wd? |

é 'immagine di | w¢ ® n | mediante la mappa di Veronese v, che
associa a d 2d. Tale diagramma é il punto di partenza per calcolare
il grado di y.

TEOREMA 3.1 Il grado della mappa di Gauss perv il divisore theta di una
Prym generale é
D(g) + 2973,

dove D(g) indica il grado della varieta Q3.

La dimostrazione si basa sul precedente diagramma ([58]). Si puo
infatti provare che la mappa « ha grado due sulla immagine. In ef-
fetti o € birazionalmente equivalente alla mappa quoziente 2 — 2/ <
—1 >. D’altra parte A ¢ un morfismo finito se C & una curva generica.
Cio segue facilmente da un conto di dimensioni e da una semplice con-
seguenza geometrica della teoria di Brill-Noether: una curva canonica
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generale non é contenuta in quadriche di rango tre. Inoltre si dimo-
stra che Qp non é nel luogo di diramazione di A. Se « fosse suriettivo
Q9 p sarebbe irriducibile e otterremmo dal precedente diagramma

degy = 2D(g).

Questo perd non e vero perche, invece, Qp si spezza in due compo-
nenti irriducibili una delle quali € «x(E). Bisogna dunque calcolare il
grado di A su ognuna delle due componenti. Questo calcolo si pud
fare per degenerazione al caso in cui C é trigonale. Abbiamo:

e D(g)+293=(g-1)per3<g <6,
e D(g)+293 =(g-1)1-32=688 perg =7,
e D(g)+293 =4256perg = 8.

La formula per D(g) é ben nota ([48] o {32]). Naturalmente sa-
rebbe interessante vedere come varia il grado della mappa in casi
speciali. Altrettanto interessante dovrebbe essere I'uso della stessa
costruzione per studiare la ramificazione di y. Il successivo esempio
permettera di chiarire ulteriormente sia la costruzione che il metodo
di dimostrazione del teorema.

ESEMPIO 3.1 Vediamo di ritrovare il grado di y quando dimP = 3. In

questo caso
C=qgonfcP"=pP3

dove f é una superficie cubica e gg una quadrica liscia. Sia d €|
wce ® n |, le quadriche che tagliano 2d su C definiscono un fascio [ a
cui appartiene gp. Abbiamo

(A/Qp)"1(d) = {quadriche singolari di I}. -

Sia g € (A/Qp)~1(d) e sia
E

il luogo base di I. E é una quartica ellittica tale che £ - g = 2d. g
determina su E la theta caratteristica

Gq = OE(h+aq —d)
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dove | aq4 | é la serie lineare tagliata su E dall’'unica schiera di rette di
q e h é una sezione piana di E. Si verifica facilmente che la funzione
q — 64 € una corrispondenza biunivoca tra la fibra A/Qp 1(d) e I'in-
sieme delle theta caratteristiche su E. D’altra parte una costruzione
opportuna permette di ottenere da q due fibrati

L i*l,ePUP CJ
soddisfacenti alla condizione h(I;) = 2 ed inoltre tali che:
1. h%(Ly) =2+ h9%(8y),
2. a~Hq) = {Lg,i*L,;} se q appartiene ad x(Z).

Poiché h®(L) = 2 se L € E, ne segue che g appartiene ad o(E)
se e solo se O, non é effettiva. Il numero di tali theta é tre. Dalle
considerazioni precedenti segue allora che il grado della mappa di
(Gauss e sei, come ¢ ben noto.

L’esempio si generalizza al caso in cui C é una curva trigonale di
gernere g > 4. Abbiamo
CcRcP*

dove R ¢ uno scroll razionale normale, (nell’esempio: R = gg). Sia

4 (A/Qp) ),

in questo caso porremo
E=qgnR.

E & una curva iperellittica di genere g — 3. Sia | a, | la serie lineare
di grado g — 2 tagliata dall’'unica schiera di spazi lineari massimali
della quadrica di rango tre . Esattamente come sopra si definisce
una theta caratteristica

0,=Op(h +ag —d) (3.8)

su E. Inoltre g determina una coppia di fibrati Ly, i*L, per i quali
valgono le precedenti proprieta (1) e (2). Cio implica

() =LQpo (3.9)
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dove Qp y indica 1a chiusura di Zariski dell’insieme
{aeQp | h00y) =k}

Ne segue che il grado della mappa di Gauss y €&, in questo caso, due
volte il numero delle theta-caratteristiche non effettive su una curva
iperellittica di genere g — 3 ovvero

(5)

Tale numero coincide con il grado della mappa di Gauss per il divisore
theta di una Jacobiana di dimensione g — 1. Cid non é sorprenden-
te. Se C é trigonale P diventa infatti una Jacobiana ([46, teorema di
Recillas]). Se C & trigonale Qp ¢ unione delle componenti Qp ;. De-
formando £ in una famiglia liscia {Z;, t € B} si verifica che il limite di
o« (Z¢) € I'unione dei Qpk, con k pari. Lo studio di questa particolare
deformazione permette il calcolo del grado di y nel caso generale.

3.3 Punti doppi del divisore theta e problema di Prym-Torelli

Sia L € Sing= e sia h®(L) = 2m, m = 1. Come nel caso m = 1
possiamo costruire una matrice di ordine 2m

A = (Sui*.gv)

a partire daunabase s1...52m di HO(L). detA e’ equazione del cono
tangente al divisore © nel punto L. La restrizione di detA a P~ ¢

det(A -t A) = 0.

A~t A ¢ antisimmetrica di ordine 2m, quindi det(A-! A) é il quadrato
di un polinomio di grado m. Tale polinomio & 'equazione del cono
tangente a £ in L. Nel seguito diremo che L e’ una singolarita stabile se
la precedente equazione non é identicamente nulla. In caso contrario
L si dira instabile. Su una Prym generale non esistono singolaritd
instabili.

TEOREMA 3.2 ([60], [15]) Sia (P,Z) una varieta di Prym generica di di-
mensione d = 7. Allora SingZ é ridotto irriducibile di dimensione
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d — 6 ed il suo punto generico é una singolarita quadratica. Per d = 6
Sing?= é costituito da 16 singolarita’ quadratiche. Per d < 5 SingZ é
yuoto.

Nel seguito supporremo, salvo avviso del contrario, che (P, %) sia suf-
ficientemente generale. Sing,Z parametrizza una famiglia di quadri-
che di P™: si tratta dei coni tangenti proiettivizzati alle singolarita
quadratiche (stabili) di Z. Per quanto abbiamo osservato, I'equazione
al quadrato di ognuno di questi coni é il determinante di una matrice
antisimmetrica 4 x4 di forme lineari. Ne segue che una tale equazione
definisce una gquadrica di rango al piu sei.

La famiglia di queste quadriche e importante nello studio del pro-
blema di Prym-Torelli. Sia L un punto di Sing»E e sia

Qf P~ (3.10)
il cono tangente proiettivizzato a £ in L. Si puo verificare che
C™ cQ;.
TEOREMA 3.3 ([15]) Per una generica (P,Z) si ha
C™=nQ;, LeSing=E

sedimP > 8. Se dimP = 7 l'intersezione é costituita da C~ piu due
punti.

In particolare questo teorema ci dice che la coppia (C, n) risulta
univocamente determinata dalla famiglia delle singolarita quadrati-
che di &, se (P,E) é generica e g = 9. Si tratta dunque di una di-
mostrazione del teorema di Prym-Torelli generico gia menzionato. Le
prime dimostrazioni di tale teorema, valide per g > 7, sono dovute
a Kanev ([34]) e Friedman-Smith ([28]). Esse usano argomenti diversi
dal precedente. Il primo tentativo di usare le quadriche Q; é dovuto
probabilmente a Tjurin {[53]). L'analogo del teorema precedente per
il caso Jacobiano segue come corollario del teorema di Green (3.4).

TEOREMA 3.4 (GREEN) Sia (A, ®) la Jacobiana di una curva C canoni-
camente immersa in PH® (wc)*. I coni tangenti a Sing.® generano
lo spazio vettoriale delle guadriche contenenti C.
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Se C ha indice di Clifford > 2, l'intersezione delle quadriche conte-
nenti C € C. Quindji, se C é generalee g = 5, C ¢ intersezione dei coni
tangenti parametrizzati da Sing;®. Non é chiaro se valga un analogo
del teorema di Green per una curva Prym-canonica. In positivo vale
il seguente risultato di Lange e Sernesi {{38]):

TEOREMA 3.5 Se l'indice di Clifford di C é = 3 e g = 8 l'intersezione

Q. € caQ
é la curva C~ piu eventualmente una unione di sottospazi lineari.

D’altra parte i controesempi noti al problema di Prym-Torelli sono
tutti realizzati a partire da rivestimenti di curve C aventi indice di Clif-
ford < 2. In base a cio sembra ragionevole riproporre, parzialmente
modificata, una congettura dovuta a Donagi (congettura tetragonale).

CONGETTURA 3.1 Sia (C,n) € Ry, se C ha indice di Clifford = 3 la
mappa di Prym é iniettiva in (C,n).

Inoltre:

CONGETTURA 3.2 Sia C immersa inP9=2 dal sistema lineare | wc®n |
e sia W lo spazio vettoriale delle forme quadratiche nulle su C. Se C
ha indice di Clifford = 3 W é generato dal sottoinsieme Sing=ss.

3.4 Pund doppi di £ e luoghi di Andreotti-Mayer

Sing»E & importante nello studio delle relazioni del luogo di Prym Py
con i luoghi di Andreotti-Mayer. A dire il vero questa considerazione
vale pili in generale per una qualsiasi varieta abeliana principalmente

polarizzata
(A,9) e Ay

per la quale Sing»® sia non vuoto. Sia infatti
A=V/A,

allora lo spazio tangente a A, nel punto o = (A, ®) si identifica

canonicamente con
Sym?V.
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Ovviamente si ha una inclusione naturale
S§ing:® c Sym?v*,

definita dalla mappa x — Qx che associa ad x € Sing,® il cono
tangente a © in x. Nel seguito

Qi c Sym?v

indichera l'iperpiano ortogonale al vettore Q. 1l seguente lemma &
ben noto ([3], [61], [1, pag. 253]),

LEMMA 3.2 Sia o = (A,©) come sopra. Sia Sing® irriducibile di di-
mensione k e sia Sing»® non vuoto. Allora per lo spazio tangente in
o al luogo di Andreotti-Mayer Ny, vale la inclusione

Tao C[]Q%, x € Sing,0.

Vediamo come si applica tale lemma per provare che P, ¢ una com-
ponente irriducibile del luogo di Andreotti-Mayer N g, (d = 7). Sia
0 = {P,E) un punto generale di P4, allora Sing= soddisfa le ipotesi
del lemma ([60], [9], [16]). Possiamo considerare C come immersa in
PV dal sistema lineare | wcen |. Quindi ogni Qy, x € Sing,=, defini-
sce una quadrica in PV. Una tale quadrica contiene C. Consideriamo
lo spazio vettoriale

W =<Qx,x €8Sing;0 >
generato dai coni quadrici Q. Per il teorema di Debarre si ha
W = HO(1(2)) c Sym?v*,
dove 7 ¢ il fascio di ideali della curva C. D’altra parte si ha
codimH®(7(2)) = 3d = dimP,.

Applicando il lemma si ha Ty, ¢ W+, quindi dimTw;, ;0 < 3d.
D’altra parte ¢ ovvic che dim Ty, ;o > dim P, pertanto

dim TNd—G,O = dim Tfpd'g = 3d
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e P4 deve essere una componente irriducibile di V4..6. Un’analoga
dimostrazione vale, applicando il teorema di Green, per provare che
il luogo Jacobiano J; € una componente irriducibile di Ng_4.

Per il luogo di Andreotti-Mayer N7 vale

codimN7 = 3,

anche se esistono motivi per supporre che tale codimensione cresca
quadraticamente in funzione di d ({12]). Le varieta di Prym permetto-
no di descrivere concretamente, in dimensione bassa, le componenti
di N7 ([18]). Nel successivo esempio produciamo un chiuso

Mc?Py, d=4,

avente codimensione tre e contenuto in Ni. Se d < 5 M coincide con
la componente di dimensione massima di N7. Se d = 6 é possibi-
le provare che M é una comporente di ;. Per definizione M é la
chiusura di Zariski del luogo delle Prym delle coppie (C, n) tali che:

1. su C esiste una theta caratteristica @ con h%(8) = 3,
2. %@ en) =0.

La famiglia R delle curve C soddisfacenti 1 ha codimensione tre
nello spazio dei moduli delle curve di genere d + 1, ([52]). D’altra
parte é possibile provare che la condizione 2 implica che la map-
pa di Prym pg4.1/R sia genericamente finita sulla propria immagine.
Quindi M ha codimensione 3 in P;. Se (A,8) € M, Sing® contiene
una componente irriducibile di singolarita quadratiche instabili. Tale
componente ¢ isomorfa alla curva C.

d = 4 C ¢iperellittica di genere 5. M é il luogo iperellittico {4 in A4,
(unica componente di codimensione tre di N7),

d = 5 C & una quintica piana liscia. M €’ il luogo Jacobiano in As,
(unica componente di codimensione tre di Ny),

d =6 C e una sestica piana con tre nodi allineati. M ¢ il luogo del-
le Jacobiane intermedie dei quartic double solids con quattro
nodi, ({191).
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Poirebbe essere interessante lo studio della intersezione
Nl* M ?d,

dove N indica I'unione delle componenti irriducibili di V7 non con-
tenenti Py. Per d = 7 non é chiaro se esistano relazioni tra il pre-
cedente luogo M ed eventuali componenti di N}* di codimensione
bassa.

4 Lamappa di Prym

La bellezza della geometria delle varieta di Prym e particolarmente
messa in evidenza quando si considera la mappa di Prym

Pa+1  Rar1 — Ag (4.1)

e la struttura delle sue fibre in dimensione d < 5. In tal caso la mappa
¢ dominante. Gli strumenti chiave per descrivere le fibre sono lamap-
pa di Abel-Prym, il lemma di Masiewicki e la costruzione tetragonale
di Donagi.

4.1 Mappa di Abel-Prym

Sia (P,E) la varieta di Prym del rivestimento w : € — C e siai :
C — C linvoluzione determinata da 7r. Per definizione la mappa di
Abe}l-Prym

x:C—-P (4.2)
associa a x € C 'elemento
a(x) = Oa(x — i(x)) € P c Pic®(C).

Si verifica facilmente che o ¢ iniettiva se C & non iperellittica e che i &
indotta dalla moltiplicazione per —1 su P. La classe di o C nell’anello
di coomologia di P é

[224-1/(d - ).

LEMMA 4.1 (MASIEWICKI) Sia (P,Z) una varieta abeliana principal-
mente polarizzata e sia T < P una curva liscia, irriducibile e tale
che:
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1. T ha classe di omologia [28%1/(d - 1)1],
2. T ha genere 2d + 1,
3. T é invariante rispetto alla moltiplicazione per —1.

Allora (P, élaPrymdim :T - T, dovel’ =T/ < -1>eméla
mappa quoziente.

La fibra di p4..1 puo quindi essere descritta considerando la fami-
glia delle curve di P soddisfacenti alle condizioni del lemma. Questo
metodo funziona in modo soddisfacente se 4 < 3. Vediamo una
descrizione birazionale della fibra.

d =3 (P,E) ¢ la Jacobiana di una curva di genere tre. I ha genere 7
e classe di omologia [E?]. Si dimostra che [' deve essere inter-
sezione completa di due traslati 2+ a e £ + b del divisore theta.
Poiché T é invariante per —1 si ha a = —b. In conclusione

I[=E+e)n(E-e)

cone € P. Usando questa osservazione si dimostra che la fibra é
birazionale a P/ < —1 >, cioé alla varietd di Kummer di P ([47]).

d=2 (P,E) éla Jacobiana di una curva di genere due. La classe di
omologia di ' € [25]. Le altre due condizioni implicano che T’
appartiene al sistema lineare | 22 |. Su tale sistema agisce il
gruppo G = Zg delle traslazioni su P per un elemento di ordine
2. La fibra risulta essere birazionale al quoziente | E | /G, ([536]).
Tale quoziente é noto: si tratta dello spazio dei moduli ﬂléZ)
delle superfici abeliane principalmente polarizzate e dotate di
una struttura di livello due ([54]).

d =1 P & una curva ellittica, Z & lo zero della struttura di gruppo
su P. Sia m : C — C un rivestimento che determina (P,Z). Si
verifica facilmente che C ¢é iperellittica e che la mappa di Abel-
Prym « : C — P & un rivestimento doppio. Sia § : ¢ — P!
la mappa iperellittica. Si noti che x x f: € — P x P! & una
immersione. L'immagine I di o« X §, definisce un sistema lineare
| T'| di dimensione 5. Il gruppo G degli automorfismi di P x P!
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che fissano | I | contiene PGL(2). Il quoziente | I' | /G é una
superficie razionale, birazionale alla fibra della mappa di Prym.

La precedente descrizione birazionale pud essere migliorata. In-
fatti py si estende ad una mappa propria

Pas1 :Rae — Ag. 4.3)
Su una opportuna compattificazione parziale
§d+l (4.4)

dello spazio dei moduli R4.1. Se d < 5 esiste una descrizione bire-
golare della fibra generale di p ;. ; (126], [27], [47], [56]).

4.2 La costruzione tetragonale di Donagi

Le studio della fibra dellamnappadiPrym % ;,; neicasid = 4ed = 5si
basa sulla celebre costruzione tetragonale di Donagi. Tale costruzio-
ne, valida per ogni valore di d, determina il piti importante controe-
sempio al teorema di Prym-Torelli, 1a stessa costruzione puod essere
inoltre applicata ai casi sopra considerati, ([21]).

Sia 77 : € — C un rivestimento doppio non ramificato di una curva
tetragonale, cioé dotata di un fascio T di divisori di grado quattro.
Sia poi

N:CW . c@®

lanaturale mappa norma trai (4)-prodotti simmetrici delle due curve.
T & contenuto in C*, Donagi prova che la controimmagine di 7 si
spezza in due curve
G . G

che sono in generale lisce, irriducibili di genere d + 1. Entrambe sono
dotate di una involuzione senza punti fissi indotta in modo naturale
dalla analoga involuzione di C. Inoltre i loro quozienti mediante le
rispettive involuzioni sono tetragonali. La restrizione a € u (; della
mappa

1-ig:CH ~p
& una immersione. Percio identificheremo le due curve con le loro
immagini in P.
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C1, C> soddisfano a tutte le ipotesi del lemma di Masiewicki. Ab-
biamo quindi costruito, a partire da 17 : ¢ — C, due altri rivestimenti

;:Ci—~Ci=Cj/<-1> j=1,2 (4.5)

aventi di nuovo (P, 2) come varieta di Prym associata. Poiché i tre ri-
vestimenti considerati non sono in generale isomorfi, la costruzione
tetragonale fornisce un controesempio al problema di Prym-Torelli.
La costruzione permette inoltre una ulteriore interpretazione del fat-
to che py sia non iniettiva per g < 6. Infatti una curva generale di
genere g < 6 é sempre tetragonale.

La costruzione tetragonale pud essere iterata, applicandola di nuo-
vo ad uno dei due rivestimenti 17;. Un teorema di Debarre ci dice che,
se il genere ¢ sufficientemente grande, non si ottengono in tal modo
altri rivestimenti diversi dai precedenti.

TEOREMA 4.1 (DEBARRE) Il grado della mappa di Prym sul luogo dei
rivestimenti étale di curve tetragonali é tre a partire da g = 13

La costruzione tetragonale si estende al caso dei rivestimenti am-
missibili. Tali rivestimenti sono definiti per curve stabili ed hanno
come spazio dei moduli la compattificazione parziale R4 gia consi-
derata. Come si é osservato py si estende a un morfismo

.ﬁ‘g :ﬁg hnd .ﬂ.g_l.

Diremo che due rivestimenti ammissibilim; : C; = Ci, M : G — G
sono connessi dalla costruzione tetragonale se uno dei due si ottiene
dall’altro dopo avere applicato un certo numero di volte la costruzio-
ne tetragonale.

La congettura tetragonale di Donagi ([25, 6.5.1]) afferma che due
punti su una stessa fibra della mappa

Pg:Rg— Ag

sono sempre connessi dalla costruzione tetragonale. La congettura
implica che, se le coppie (Cy, n1) e (Cz, n2) sono distinte e definiscono
la stessa Prym, allora C; e Cp devono essere tetragonali. La congettura
ha senso per curve lisce, cioé per punti suuna fibradipy e nondipy.
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Nel caso di p; esiste infatti un controesempio ben noto alla questione
posta, si tratta dei cosiddetti rivestimenti di Wirtinger ([4], [26]). Altri
esempi, sempre a proposito di p, e non di pg, sono stati costruiti
da Naranjo studiando la mappa di Prym per rivestimenti di curve
biellittiche ([45]). D’altra parte autore ha provato che la congettura
tetragonale stessa non € vera se g = 10 ([57]). Vale infatti il seguente

TEOREMA 4.2 Sia § C Ry il luogo delle coppie (C,n) tali che C é una
sestica piana liscia. Allora p1o/S ha grado due sulla immagine.

Poiché le sestiche piane non sono tetragonali, la congettura non
é vera in questo caso. F tuttavia ragionevole pensare che il caso
delle sestiche piane sia I'unica eccezione 3.1. La costruzione del
controesempio si basa sullo studio delle ipersuperfici

T c P? x P? (4.6)

non singolari di bigrado (2, 2). Le due proiezioni canoniche determi-
nano due strutture di fibrato in coniche

pn:T —P2, n=1,2.

La curva discriminante di p, € una sestica liscia C,, munita in modo
naturale di un rivestimento doppio e non ramificato

Tfn:én hnd Cn.

Come ¢ ben noto la Jacobiana intermedia JT di T ¢ la varieta di Prym
di 7ty ([6]). T due rivestimenti risultano, in generale, non isomorfi per
cui il grado della mappa p19/S: S ~ p10(S) & almeno due.

Siano T lo spazio dei moduli di T e sia 7 lo spazio delle coppie
(T,pn). Per dimostrare che il grado di p1g9/S & due si considera il
diagramma commutativo

T ——  §

u
lf lpw
T J A1to

dove f é la mappa dimenticante (T, p,) — T, j & la mappa di Torelli
T — JT e u ¢ lamappa (T, pn) — 1y. Si dimostra che u e j hanno



30 A. VERRA

grado uno sull'immagine. Poiché f ha ovviamente grado due, anche
p1o/S ha grado due.

La congettura tetragonale ¢ vera per g < 6 ed € uno degli stru-
menti per descrivere la mappa di Prym. La bellezza della geometria di
tale mappa culmina nei casi di genere sei e cinque che ora brevemen-
te riassumeremo. Ci sembra questo il modo migliore di concludere
questa incompleta antologia riguardante le varieta di Prym.

4.3 Lamappa di Prym in genere 5 e 6
Sia
M C Rg (4.7)
lo spazio dei moduli delle coppie (Q, o) dove
Q cP?
€ una quintica liscia ed o soddisfa alla condizione

W(0q(1) e @) = 0.

La mappa di Prym
ve/M: M — As

é iniettiva e la sua immagine € un aperto del luogo jacobiano
Js C As.

In effetti un punto di pg(M) risulta essere la Jacobiana di una curva
canonica
C cp?

sufficientemente generale. Sia
m:Q - Q

il rivestimento definito da «. Allora Q parametrizza la famiglia delle
quadriche di rango quattro contenenti C e Q la famiglia delle schiere
di piani contenuti in tali quadriche. Inoltre 77 € la funzione che associa



ASPETTI GEOMETRICI DELLA TEORIA ETC. 31

ad ogni schiera di piani la quadrica che li contiene ([53], [44]). 1l fatto
che la Prym di (Q, &) sia la Jacobiana di C implica

Pic%(C) = Im(1 - i*) c Pic®(Q),
dove i: Q — Q él'involuzione definita da 7. Sia
n € Picd(C)
un elemento non banale di 2-torsione e sia
G C Picd(Q)
Pimmagine inversa mediante 'omomorfismo
m* : Picd(Q) — Pic®(Q)

del gruppo generatoda n. G é isomorfoaZ;®Z; ed ¢ generatoda cx e
da un secondo elemento S. Risultano in tal modo definite tre coppie:

(Q,),(Q,B),(Q,x B)

ed altrettante varieta di Prym. Usando il pairing di Weil su PicS(Q)
si verifica facilmente che esiste un unico x € G diverso da zero e x e
tale che h%(0q (1) ® x) = 0. Sia x = B e sia

m:Q1—Q
il rivestimento definito da . La varieta di Prym di 1r; é la Jacobiana
di una seconda curva C; di genere 5. Inoltre il sottogruppo

m#G € Picd(Cy)  Picd(Q1)

¢ generato da un elemento n1. Applicando alla coppia (Q, B) la stessa
costruzione si riottiene (C, 7). La costruzione definisce dunque una
involuzione

AR5 — Rs. (4.8)

Inoltre le due coppie (C,n), (C1,n) definiscono la stessa Prym, per
cui ([26])
ps = ps -4,



32 A. VERRA

Il ruolo del terzo elemento v = o ® f € altrettanto interessante.
In primo luogo la Prym di (Q, y) ¢ la Jacobiana intermedia di una
ipersuperficie cubica

Y c P4,

Sia
o0& Ay
I'immagine, mediante ps, del punto (C, n) e sia poi

F(Y)

la superficie che parametrizza le rette contenute in Y. La conclusione
di Donagi ¢ costituita, almeno per un punto generale 0 € A4, dal
seguente

TEOREMA 4.3 Esiste un isomorfismo naturale
7s0)/ <A >=F(Y).

In particolare 7551(0) é un rivestimento doppio della superficie delle
rette F(Y).

Oltre che da Donagi, lo studio di ps € stato ulteriormente svilup-
pato da E. Izadi in una serie piu recente di lavori ([33]). La struttura,
altrettanto ricca e interessante, di

ps:Re — As
e le relazioni di tale mappa, avente grado 27, con la geometria della
superficie cubica e delle sue rette sono dovute a Donagi e Smith ([27]).
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