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1 Preliminari e natura del problema

Sia M una varieta topologica fissata insieme a delle proprieta (P) ri-
guardanti la sua struttura, cioé riguardanti la regolarita delle coor-
dinate insieme a delle condizioni fissate sull’algebra delle funzioni
continue definite su di essa (ad esempio M varieta differenziabile
con struttura Ck fissata). Sia X una qualsiasi varieta topologica la
cui struttura soddisfa la proprieta P. Il problema dell'immersione
consiste nel domandarsi se, date M ed X come sopra, esiste un’ap-
plicazione F : X — M di regolarita compatibile con la proprieta (P)
tale che F (X) sia una sottovarieta di M per una struttura che gode
della proprieta (P).

Ad esempio, se si prende M = RN considerato come varieta dif-
ferenziabile di classe C¥,k > 1 fissato, si ha un risultato classico
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di H. Whitney [38] del 1936 che asserisce che comunque si prenda
una varieta differenziabile X di classe C¥ e di dimensione n esiste
un’applicazione F : X — R2"*! injettiva, con differenziale iniettivo
che induce un omeomorfismo tra X e F (X) dotata della topologia
indotta.

Se inoltre X e dotata di una struttura riemanniana, un bellissimo
risultato di John Nash [28] dice che esiste F con le stesse proprieta
che sia anche un’isometria.

Se la proprieta (P) € quella di essere una varieta analitica comples-
sa il problema dell'immersione, quindi mediante applicazioni olo-
morfe, & di natura assai diversa. Convincersi di cio ¢ molto semplice:
si prenda ad esempio una varieta analitica complessa compatta e
connessa X. In questo caso l'algebra delle funzioni olomorfe su X e
costituita dalle sole costanti per il principio di massimo; non potra
quindi esistere alcun omeomorfismo olomorfo di X su qualche sotto-
varieta analitica complessa di CV, in quanto 'algebra delle funzioni
olomorfe su F (X) dovrebbe contenere le restrizioni a F (X) di tutte
le funzioni olomorfe su CN e quindi anche funzioni olomorfe non
costanti.

D’altra parte, come vedremo, ¢ possibile caratterizzare tutte le
varieta complesse olomorficamente omeomorfe a sottovarieta com-
plesse di CN. Tali varieta saranno quindi necessariamente non com-
patte; tuttavia non tutte le varieta analitiche complesse non compatte
posseggono tale proprieta. Si prenda ad esempio X = CPy \ CPn_g-1
per g > 1: in tal caso CPy_,; € una singolarita rimovibile per le fun-
zioni olomorfe su CPy che sono solo le costanti. Ne segue che la va-
rieta complessa non compatta X non possiede funzioni olomorfe non
costanti e non potra quindi esistere alcun omeomorfismo olomorfo
di X su qualche sottovarieta analitica complessa di CV.

A classi differenti di varieta analitiche complesse X dovranno cor-
rispondere quindi diverse sedi del modello M di X ai fini del proble-
ma dell’immersione. Un’ulteriore complicazione e data dal fatto che
la natura dei problemi trattati in geometria complessa porta natu-
ralmente a dover considerare oggetti, detti spazi analitici complessi
che sono varieta complesse al di fuori di un luogo di zeri di funzioni
analitiche locali detto insieme singolare. Il problema dell’immersione
dovra, in tale caso, essere opportunamente riformulato.
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1.1 Glossario

Sia F : X — M un’applicazione olomorfa tra varieta analitiche com-
plesse.

F é un’immersione se dF ¢ iniettivo in ogni punto di X.

F é un embedding se ¢ un’'immersione iniettiva.

Un embedding F si dice localmente proprio se ¢ un omemorfismo
su F (X) dotato della topologia indotta da quella di M.

Un embedding F si dice chiuso se ¢ un’applicazione propria. Se
X € uno spazio analitico complesso e M ¢ una varieta complessa,
un’applicazione olomorfa F : X — M ¢ un’ embedding se ¢ iniettiva e
Flx\sing (x) € un’immersione.

Sia D ¢ C™ un sottoinsieme aperto, ¢ : D — R una funzione di
classe C2. Sia z € C". La forma hermiteana

2% _
L(P,z) = % afjazk(Z)ijk
per (wi,...,wy) € C" é detta la forma di Levi di ¢ in z. Diremo

che ¢ e g-plurisubarmonica (q-psh) in D se I'indice di positivita di
L(¢p,z) € =n—q, perogniz e D.

Con questa convenzione, O-plurisubarmonica = plurisubarmo-
nica nel senso classico.

Sia X uno spazio analitico complesso, ¢ : X — R una funzione
continua.  si dice g-plurisubarmonica, se per ogni punto p € X,
esiste un intorno aperto U di p, un’applicazione biolomorfa f da U
su di un sottoinsieme analitico di un aperto D ¢ C", ed una funzione
g-plurisubarmonica ¢ : D — R tale che:

) y=¢of

(i) {jpeU:ypp)<ci={peU:y(p) <c}perognic e R.

Uno spazio analitico X si dice:

(a) olomorficamente separato se comunque si prendano x,y € X
con x # Y, esiste una funzione olomorfa f tale che f (x) =+

S ).



182 A. SILVA

(b) olomorficamente convesso se per ogni K C X sottoinsieme com-
patto, I'insieme

K={xeX: |f (x)| <sup|lf(y)|],per ogni f olomorfa}
yvek

€ a sua volta compatto in X.

(c) g-convesso se esiste ¢p : X — (—oo,b), b € R U {+o0} tale che
{p € X:¢p(p) <c}ecompatto per ogni c € RU {+c0} ed esiste
b’ € [-o0,b), tale che ¢ ¢ g-pshin {¢p > b'}.

(d) p-concavo se esiste ¢p : X — (a,+x),a € {—o} U R tale che
{p € X:p(p) = c} é compatto per ogni c € (a, +), ed esiste
a’ € (a,+ow] tale che ¢ € g-pshin {¢p < a’}.

(e) (q,p)-convesso-concavo se esiste p : X — (a,b),a € {—x} UR,
b € R U {+} propria, tale che esistono a’ € (a,+~] e b’' €
[—oo,b), talichea <a’ <b" <bed¢eéqg-pshper {¢p >Db'} e
p-psh per {¢p < a’}.

(f) g-completo se é g-convesso e si puo prendere b’ = —co.

La funzione ¢ di cui alle definizioni (c)-(f) € detta una funzione di
esaustione di X. Le definizioni (c)-(f) sono dovute essenzialmente ad
Andreotti-Grauert [3]. Si osservi che se X é compatto, e dimX = n,
X e (q,p)-convesso-concavo per ogni 0 < g,p < m. Ogni spazio
analitico di dimensione n privo di componenti irriducibili compatte
di dimensione n ¢ (n — 1)-completo (Ohsawa [29]) e (n — 1)-concavo,
(Coltoiu [12]).

La nozione di convessita olomorfa € una nozione pertinente alla
teoria delle Algebre di Funzioni, mentre la nozione di g-convessita
€ una nozione di "pseudo”-convessita geometrica. La ricerca di una
relazione fra le due nel caso g = O (problema di E.E. Levi) ha impegna-
to gli analisti complessi nella prima meta del secolo XX. Uno spazio
olomorficamente separato ed olomorficamente convesso ¢ detto uno
spazio di Stein. 11 quoziente di uno spazio olomorficamente conves-
so per la relazione di equivalenza che identifica i punti non separati
dalle funzioni olomorfe € uno spazio di Stein, (Remmert [30]). Uno
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spazio 0-convesso ¢ olomorficamente convesso, e ¢ puo essere scel-
ta O-psh al di fuori di un sottoinsieme analitico compatto massimale
(Grauert [18]). Ivi le funzioni olomorfe separano i punti, quindi se
il sottoinsieme analitico compatto massimale e costituito da un nu-
mero finito di punti, uno spazio 0-completo ¢ di Stein. Il viceversa,
cioe che uno spazio di Stein e 0-completo, ¢ detto la soluzione del
problema di Levi, ed é dimostrato da Grauert [17]).

1.2 I vari problemi di immersione di uno spazio complesso. Mo-
delli e loro sedi

Introdurremo ora le sedi M dei modelli A che sono considerati per il
problema dell’ immersione di uno spazio complesso in termini di una
proprieta goduta da M e da A e da uno spazio X dato astrattamente
che, come abbiamo visto, non potra limitarsi a quella di essere uno
spazio analitico complesso.

Siano dunque M una varieta analitica complessa, A C M un sot-
toinsieme analitico proprio.

(1.2.1) Sia X uno spazio analitico compatto. Siano M = CP, e A
chiuso. La proprieta goduta da M e da A é: A ¢ algebrica proiettiva
(per un risultato classico, Lemma di Chow [11], proprieta ovviamen-
te goduta anche da M). Il problema dell'immersione proiettiva di X
consiste quindi nel domandarsi quando esso ¢ analiticamente equi-
valente ad una varieta algebrica proiettiva. Delle condizioni neces-
sarie devono essere soddisfatte, cioé X deve ammettere una metrica
Kahleriana e il grado di trascendenza su C del campo delle funzio-
ni meromorfe su X deve essere eguale alla dimensione di X, il che
limita la classe di spazi compatti che possono essere considerati.

(1.2.2) Sia X uno spazio di Stein. Siano M = C"™ e A chiuso. La
proprieta (ovviamente) goduta da M e da A é: M e A sono di Stein.
In assenza di condizioni necessarie aggiuntive alla Steinicita, il pro-
blema dell’immersione di X consiste quindi nel domandarsi se X e
analiticamente equivalente ad un sottoinsime analitico chiuso di M.
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(1.2.3) Sia X uno spazio g-completo. Siano M = CPy \ CPy,_4-1 € A
chiuso. M é g-completa (Andreotti-Norguet [4]) quindi A é ovviamen-
te g-completo. Il problema dell'immersione di X consiste quindi nel
domandarsi quando esso € analiticamente equivalente ad un A ¢ M
siffatti. Delle condizioni necessarie devono essere soddisfatte, cioe
X non deve avere funzioni olomorfe non costanti sulle sue compo-
nenti irriducibili, deve ammettere una metrica Kahleriana e il grado
di trascendenza su C del campo delle funzioni meromorfe su X deve
essere eguale alla dimensione di X, il che limita la classe di spazi
q-completi che possono essere considerati.

(1.2.4) Sia X uno spazio olomorficamente convesso. Siano M = C"x
CP;, e A chiuso. La proprieta (ovviamente) goduta da M e da A é:
M e A sono olomorficamente convessi. Il problema dell’immersione
di X consiste quindi nel domandarsi quando esso ¢ analiticamente
equivalente ad un A Cc M siffatti. Una condizione necessaria deve
essere soddisfatta, cioé X deve ammettere una metrica Kahleriana.

(1.2.5) Sia X uno spazio p-concavo. Siano M = CP, e A aperto,
A = CPy \ Z, con Z sottovarieta liscia di dimp. M e (ovviamente) p-
concavo (per ogni p) e non ¢ difficile mostrare che A ¢ p-concavo. Il
problema dell'immersione (quasi-proiettiva) di X consiste quindi nel
domandarsi quando esso € analiticamente equivalente ad un A ¢ M
siffatti. Delle condizioni necessarie devono essere soddisfatte, cioe
X non deve avere funzioni olomorfe non costanti sulle sue compo-
nenti irriducibili, deve ammettere una metrica Kahleriana e il grado
di trascendenza su C del campo delle funzioni meromorfe su X deve
essere eguale alla dimensione di X, il che limita la classe di spazi
p-concavi che possono essere considerati.

(1.2.6) Sia X uno spazio (0,0)-convesso-concavo. Siano M = C" x
CPy xCPypoe A= A" X (CPy \ Z) con A’ sottoinsieme analitico chiu-
sodiC"xCPy e Z = {z1,...,2k}, z; € CPy. A € (0,0)-convesso-
concavo. Il problema dell'immersione di X consiste quindi nel do-
mandarsi quando esso € analiticamente equivalente ad un A ¢ M
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siffatti. Una condizione necessaria deve essere soddisfatta, cioe X
deve ammettere una metrica Kihleriana.

Vale la pena di rimarcare che per il problema (1.2.4), gli spazi
olomorficamente convessi considerati in letteratura sono quelli O-
convessi e che non esistono risultati per il caso g-convesso per g > 0.

2 11 caso di uno spazio compatto

Sia X uno spazio analitico complesso compatto di dimensione n. In
questo caso le funzioni olomorfe su X sono solo le costanti. Vi pos-
sono pero essere funzioni meromorfe non costanti. Una n-upla di
tali funzioni da un’applicazione da X in CP,. Il problema dell’im-
mersione dello spazio compatto X é quindi equivalente al problema
dell’esistenza di un numero sufficiente di funzioni meromorfe non
costanti che separino i punti di X e che siano analiticamente indi-
pendenti. Se n = 1, un teorema classico di Riemann da l'esistenza di
funzioni meromorfe non costanti. Il campo delle funzioni meromor-
fe su X e un’estensione finitamente generata di C. Se n > 2, un teo-
rema di Siegel [33] dice che il grado di trascendenza su C del campo
delle funzioni meromorfe e un intero compreso fra 0 e n. Ora, se A ¢
una varieta algebrica proiettiva di dimensione n il grado di trascen-
denza su C del campo delle funzioni meromorfe su A ¢ uguale ad n.
La condizione grado di trascendenza su C del campo delle funzio-
ni meromorfe su X uguale alla dimensione di X é quindi necessaria
affinché X sia analiticamente equivalente ad una varieta proiettiva.
Tale condizione é anche sufficiente nel caso dei tori complessi per
un classico Teorema di Lefschetz, si veda ad es. [25]. Questo non
e pero il caso in generale (si vedano esempi [21] [24]): vi sono spa-
zi complessi compatti X con grado di trascendenza su C del campo
delle funzioni meromorfe su X uguale alla dimensione di X che non
sono analiticamente equivalenti a varieta proiettive. Un’intuizione
fondamentale di Kodaira é stata che, essendo le funzioni meromorfe
sullo spazio compatto X identificabili a sezioni analitiche di oppor-
tuni fibrati olomorfi lineari, 1'esistenza di un numero sufficiente di
funzioni meromorfe non costanti che separino i punti di X e che
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siano analiticamente indipendenti ¢ equivalente all’esistenza di un
fibrato lineare su X dotato di una metrica hermitiana lungo le fibre
che sia a curvatura positiva. Tale condizione ¢ stata interpretata suc-
cessivamente da Grauert in termini di concavita dello spazio totale
del fibrato in questione. Riassumendo:

TEOREMA 2.1 (Riemann) Sia X uno spazio analitico complesso com-
patto di dimensione 1, esiste un embedding F : X — CP3.

TEOREMA 2.2 (Kodaira [22], caso liscio, Grauert [18], caso singolare)
Sia X uno spazio analitico complesso compatto di dimensione n > 1.

Esiste F : X — CPyN embedding se e solose3 1L — X fibrato lineare
olomorfo il cui spazio totale e 0-concavo.

Il problema dell’immersione proiettiva (1.2.1) di uno spazio comples-
so compatto e quindi da tempo completamente risolto.

3 11 caso non compatto

3.1 1l caso di una varieta di Stein

Il problema dell'immersione di una varieta di Stein, (1.2.2) con mo-
dello liscio, ha fortemente impegnato gli analisti e geometri com-
plessi per tutti gli anni 60 fino alla prima meta degli anni 70. Sembra
interessante presentare i principali risultati nella loro successione
temporale.

TEOREMA 3.1 (Narasimhan [26]) Sia X una varieta di Stein di dimen-
sione 1.
Esiste F : X — C3 embedding chiuso.

TEOREMA 3.2 (Remmert [31], Narasimhan [27]) Sia X una varieta di
Stein di dimensione n > 1.
Esiste F : X — C?"*1 embedding chiuso.

Il metodo di Remmert e Narasimhan consiste nel dimostrare la
densita degli embeddings in un’opportuna classe di applicazioni olo-
morfe con argomenti di categorie di Baire. Cio richiede un’analisi
assai complicata. Il loro risultato viene in seguito migliorato da O.
Forster con metodi completamente differenti ed assai piu semplici:
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TEOREMA 3.3 (Forster [15]) Sia X una varieta di Stein di dimensione n.

Se2 <n <35, esiste F: X — C2" embedding chiuso,

sen>6,M= CZ"‘[nTQ], esiste F : X — M embedding chiuso.

Per n < 5 il risultato di Forster non ¢ migliorabile come mostra
I'esempio seguente.

Una varieta di Stein X di dimensione n si dice parallelizzabile
se esistono n campi di vettori olomorfi linearmente indipendenti in
ogni punto di X. Un teorema di Grauert [19] dice che una varieta
di Stein ¢ parallelizzabile se e solo se esistono n campi di vettori
continui linearmente indipendenti in ogni punto di X. O. Forster, in
[16], mostra che ogni ipersuperficie di CV & parallelizzabile.

Sia X = {(x,y,z) € CP> : x%2 + y2 + z2 # 0}. X ¢ una varieta
di Stein; mostreremo che X non ¢ parallelizzabile e quindi non potra
essere analiticamente equivalente ad alcuna ipersuperficie di C3. Per
il teorema di Grauert sara sufficiente utilizzare argomenti di sola na-
tura topologica. Per questi ragioni, una varieta di Stein di dimensione
< 5 é parallelizzabile se e solo se le classi di Chern c; e ¢» del suo
fibrato tangente sono nulle. Definiamo un retratto di deformazione
Fr: X - X di X su RP> come

Fi (x,y,z) = (Rex + itlmx,Rey + itlmy,Rez + itImz).

Sia T il fibrato tangente di X. Vogliamo calcolare le classi di Stiefel-
Whitney di T come fibrato reale. E’ sufficiente calcolarle per la re-
strizione di T a RP». Tale restrizione ¢ la complessificazione del
fibrato tangente reale Ty di RP» ed ¢ quindi isomorfa a Ty @ Ty. Sia
« € H (RP,, Z») il generatore dell’anello di coomologia H* (RP», Z>).
La classe totale di Stiefel-Whitney w di Tog ¢ w (Tp) = (1 + «)3. Ne
segue w(To ® To) = (1 + ®)® = 1 + 2. Sia B I’elemento non nullo di
H2(X,7Z) = H?(RP»,Z) = Z». Poicheé la seconda classe di Stiefel-
Whitney e la riduzione modulo 2 della prima classe di Chern, ne
segue che c; = B e quindi X non ¢ parallelizzabile.

Per n molto grande il risultato di Forster viene, con gli stessi
metodi, raffinato successivamente:

TEOREMA 3.4 (Schaft [32]) Sia X una varieta di Stein di dimensione n.
Se M = C2n-3n/7-14]1 ogiste F : X — M embedding chiuso.
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Se ci si acccontenta di sole immersioni, per n piccolo I'esponente
della sede del modello si puo ridurre drasticamente:

TEOREMA 3.5 (Gunning-Narasimhan [20]) Sia X una varieta di Stein
di dimensione 1.
Esiste F : X — C, immersione.

TEOREMA 3.6 (Forster [15]) Sia X una varieta di Stein di dimensione
n,2<n<5 M=C>"1 esiste F: X — M, immersione.

Una parola forse definitiva per la soluzione del problema dell’im-
mersione di una varieta di Stein in uno spazio numerico fu annun-
ciata da Gromov-Eliashberg nel 1971. Una dimostrazione completa
di tale risultato con miglioramenti ¢ apparsa solo nel 1992:

TEOREMA 3.7 (Eliashberg-Gromov [14]) Sia X una varieta di Stein di
dimensione n.
3n
SeM = C[TH], esiste F : X — M, embedding chiuso.

Il metodo di Eliashberg-Gromov ¢ di natura geometrico-topologi-
ca e la dimostrazione del risultato piuttosto difficile. Essa e¢ fondata
sul cosiddetto principio di Oka-Grauert che, filosoficamente, consiste
nel dimostrare che in uno spazio di Stein cio che é vero per ogget-
ti continui rimane vero per oggetti olomorfi (si veda I'’esempio pre-
cedente). In questo caso il principio si applica a sezioni olomorfe
di submersioni. Cio detto, I’esempio menzionato precedentemente
mostra che 'esponente [37” + 1] non é abbassabile; quindi esso é
il migliore possibile per n pari ed e al piu migliorabile di 1 per n
dispari. Questa € l'unica questione rimasta aperta per il problema
d’'immersione (1.2.2).

3.2 1l caso di uno spazio di Stein singolare

Il problema dell'immersione di uno spazio di Stein con singolarita
non puo essere affrontato coi metodi di Forster né con quelli di
Gromov-Eliashberg descritti nella sezione precedente. L’investiga-
zione é ferma pertanto all'inizio degli anni 60:
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TEOREMA 3.8 (Bishop [10], Narasimhan [27]) Sia X uno spazio anali-
tico complesso di Stein di dimensione n > 1.

Esiste F : X — C?"*1 embedding chiuso (cioé in questo caso F é
propria, iniettiva e F|x\sing (x) € un’immersione, vedi la sezione 1.1).

La dimostrazione di Narasimhan ¢ in questo caso quella menzionata
nella sezione precedente. Le tecniche di Bishop sono assai diverse.
Gli embeddings vengono parametrizzati opportunamente da dischi
analitici; la dimostrazione é assai originale seppur complicata.

Nel caso si voglia controllare anche cio che avviene sull’insieme
singolare bisogna restringere la classe di spazi di Stein considerati:

DEFINIZIONE 3.1 Sia X uno spazio analitico complesso tali che esisto-
no G : X — CN ed un polidisco U ¢ CN tale che G|y sia biolomorfa
su un sottospazio analitico chiuso di U. X si dice realizzabile in un
polidisco per mezzo di sezioni globali.

Segue che uno spazio X realizzabile in un polidisco per mezzo di
sezioni globali é di Stein. Si ha:

TEOREMA 3.9 (Narasimhan [27]) Sia X uno spazio realizzabile in un
polidisco per mezzo di sezioni globali

Esiste F : X — C"*N embedding chiuso, che é biolomorfa anche su
Sing (X).

3.3 1l caso di uno spazio 0-convesso

E’ facile accorgersi che la soluzione del problema di immersione
(1.2.4) per spazi olomorficamente convessi X che siano 0-convessi
dipende dalla possibilita di immergere proiettivamente il sottoinsie-
me analitico compatto massimale di X:

TEOREMA 3.10 (A. Silva [35]) SiaM = C*"*1 xCPy.1. Sia X uno spazio
0-convesso con insieme eccezionale E, ed 3 [ — X fibrato lineare
olomorfo tale che lo spazio totale di L|E é 0-concavo, allora esiste
F: X — M embedding chiuso.

Diremo quindi che lo spazio 0-convesso X ¢ immergibile se sod-
disfa alla condizione del Teorema precedente. Si ha:
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TEOREMA 3.11 (Banica [8]) Sia X uno spazio 0-convesso di dimensione
2, privo di componenti irriducibili compatte. X é immergibile.

Piu in generale, per il caso liscio, vi ¢ un importante risultato di
Coltoiu:

TEOREMA 3.12 (Coltoiu [13]) Sia X una varieta complessa 0-convessa
di dimensione n con insieme eccezionale E irriducibile di dimensione
1. X é immergibile con l'unica possibile eccezione dimX = 3 e E
razionale.

Poiché C" x CP,, e Kahleriano, la Kdhlerianita di X é necessaria
per la sua immergibilita. Molto recentemente Alessandrini-Bassanelli
mostrano che in molti casi tale condizione ¢ anche sufficiente (sem-
pre quando la dimensione dell’insieme eccezionale é 1):

TEOREMA 3.13 (Alessandrini-Bassanelli[1]) Sia X una varieta comples-
sa 0-convessa di dimensione n con insieme eccezionale E di dimen-
sione 1. Si supponga che H»(X,Z) sia finitamente generato. Sono
equivalenti: X é immergibile, X é kdleriano.

Alessandrini-Bassanelli dimostrano anche che la proprieta che X pos-
segga una metrica kahleriana e caratterizzata da una proprieta del-
I'insieme eccezionale E: X ¢é infatti kidhleriano se e solo se X non ¢
di dimensione 3 oppure E non contiene alcuna curva la cui classe sia
nulla in H»> (X, Z) le cui componenti irriducibili sono curve raziona-
li. Le tecniche che questi autori usano sono innovative riguardo al
problema considerato. In particolare la dualita fra forme e correnti e
utilizzata per la prima volta nel caso di una varieta non compatta.

3.4 1l caso di uno spazio p-concavo

Uno spazio p-concavo non possiede funzioni olomorfe non costanti.
A. Andreotti [2] ha dimostrato che per essi vale ’analogo del Teore-
ma di Siegel: il grado di trascendenza su C del corpo delle funzioni
meromorfe su uno spazio p-concavo € un intero compreso fra 0 e la
dimensione dello spazio. Come nel caso compatto le condizioni suffi-
cienti per I'immergibilita degli spazi p-concavi dovranno permettere
I'esistenza di un numero sufficiente di funzioni meromorfe algebri-
camente indipendenti che separano i punti dello spazio stesso. Se
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X ¢ uno spazio complesso ed L — X un fibrato in rette, diremo che
Dren (X, O(LK)) separa i punti di X se

Y (x,y) €X,x =7y, 3keNs,oecH'X,0(L*))

s(x) o(x)
det (s ) o (y)) + 0.

Diremo che I'(X, ©(L¥)) da coordinate locali se per ogni x € X esiste
k € N tale che esistono n sezioni di HO(X, ©(L¥)) analiticamente
indipendenti in x. Per il caso p = 0 abbiamo:

tale che

TEOREMA 3.14 (caso liscio Andreotti-Tomassini [6], caso singolare An-
dreotti-Siu [5]) Sia Y ¢ CPy una sottovarieta algebricae A = Y\ Z, con
Z ={z1,...,zx} C Y. Sia X uno spazio analitico complesso 0-concavo
di dimensione 2 e si supponga che 3 L — X fibrato lineare olomorfo
tale che @yenT (X, O(LX)) separa i punti e da coordinate locali. Ne
segue che esiste F : X — CPn embedding localmente proprio tale che
F(X) = A.

Se n > 3, la condizione che @<y [(X,0(Lk%)) separa i punti di X
diventa una conseguenza. Si ha infatti:

TEOREMA 3.15 (caso liscio Andreotti-Tomassini [6], caso singolare An-
dreotti-Siu [5]) Sia Y ¢ CPy una sottovarieta algebricae A = Y\ Z, con
Z ={z1,...,zx} C Y. Sia X uno spazio analitico complesso 0-concavo
di dimensione n > 3 e si supponga che 3 L — X fibrato lineare
olomorfo tale che @yenT (X, O(LX)) da coordinate locali. Ne segue
che @yenT (X, O(LX)) separa in punti di X ed esiste F : X — CPy
embedding localmente proprio tale che F (X) = A.

Per p < n — 2 qualsiasi, si ha un risultato nel caso liscio con ipotesi
rafforzata sulla funzione di esaustione:

TEOREMA 3.16 (Tomassini [36]) Siano Y,Z sottovarieta di CPN con
ZCYedmZ=p,p<n-2esiaA =Y\ Z. Sia X una varieta
p-concava con funzione di esaustione con forma di Levi semidefinita
positiva in ogni punto di X. Si supponga che 3 L — X fibrato lineare
olomorfo tale che @ycnT(X, O(LK)) separa i punti e da coordinate lo-
cali. Ne segue che esiste F : X — CPy embedding localmente proprio
tale che F (X) = A.
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3.5 1l caso di uno spazio (0, 0)-convesso-concavo
Per il caso misto convesso-concavo vi € un solo risultato conosciuto:

TEOREMA 3.17 (A. Silva [34]) Sia M = CN X CP,, x CPyp e A = A’ X
(CP,, \ Z) con A’ sottoinsieme analitico chiuso di CNx CPy, e Z = {z1,
eere s 2k}, 24 € CPyy,. Sia X uno spazio (0, 0)-convesso-concavo e suppo-
niamo che 3 L — X fibrato lineare olomorfo tale che @ cnT(X, O(LK))
separa i punti e da coordinate locali, allora esiste F : X — M embed-
ding localmente proprio tale che F (X) = A.

3.6 Miscellanea

In questa sezione enunciamo due importanti risultati che sono con-
nessi al problema dell'immersione degli spazi complessi.

Con i metodi di Analisi Complessa da lui utilizzati per risolvere il
problema di E.E. Levi, Grauert [17] ottiene il seguente risultato:

TEOREMA 3.18 Sia X una varieta analitica reale di dimensione n. Esi-
ste un embedding chiuso di X in R?™.

Andreotti e Vesentini provano un risultato di immersione quasi-
proiettiva di tipo Kodaira senza alcuna ipotesi di convessita o conca-
vita della varieta:

TEOREMA 3.19 (Andreotti-Vesentini [7]) Sia X una varieta analitica
complessa, I — X fibrato lineare olomorfo il cui spazio totale é 0O-
concavo. Se lo spazio totale di L1 ® Kx é 0-concavo ed una metrica
hermitiana su di esso é completa, allora X ammette un embedding lo-
calmente proprio su un aperto in una varieta proiettiva. (Kx fibrato
canonico di X.)

4 Risultati recenti

La ricerca recente sul problema dell'immersione di uno spazio com-
plesso concerne il caso g-completo (1.2.3). Non vi erano stati risul-
tati in questo caso fino al 1993, quando D. Barlet e A.Silva hanno
considerato il problema dal punto di vista della convessita olomlor-
fa introducendo una nozione di convessita olomorfa intermedia che
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si e rivelata opportuna per il problema considerato (Barlet-Silva [9]).
Lo scopo iniziale della loro ricerca e duplice: comprendere la natura
dei sottospazi analitici di CPy, \ CPy_4-1 e caratterizzare gli spazi q-
completi analiticamente equivalenti a tali sottospazi. Per g = 0 essi
sono evidentemente gli spazi di Stein, mentre per g > 1 due con-
dizioni devono essere necessariamente soddisfatte: non esistono su
tali spazi funzioni olomorfe non costanti ed essi devono ammette-
re una metrica kahleriana. Queste condizioni necessarie riducono la
classe di spazi g-completi da considerare, infatti per esempio se Y
e compatto di dimensione g e non Kahleriano (dunque g > 2) ogni
prodotto Y X S, con S di Stein, ¢ g-completo e non soddisfa questa
condizione. Per q = 1 consideriamo X superficie compatta connessa
non Kahleriana. Ne segue che per xg € X, X\ {x0}, € 1-completo [29]
e non verifica la proprieta voluta.

Si puo partire da un’osservazione elementare: siano (zg,...,2znN)
coordinate in CPy. Consideriamo:

CPq = {(z0,...,2N) €CPN:2;=0,i=¢q +1,... ,N}
perO<g <N,e
CPN-g-1 = {(20,...,2N) €CPN:2;=0,1=0,...,q}.
Abbiamo un’applicazione
T :CPNy \ CPN—g-1 — CPy

definita da T (29,...,24,Zq+1,.--,2N) = (Z0,...,24,0,...,0).

Ne segue che 2o, ..., z; non possono essere simultaneamente nul-
le. Se le consideriamo come sezioni di 'IT*(O([[Pq(l)) possiamo dire
che m*(Ocp, (1)) definisce I'applicazione 71 per la proprieta prece-
dente. Inoltre le fibre di 7t sono olomorficamente convesse in quanto
eguali a C"*~4-1, Cio suggerisce la seguente definizione:

DEFINIZIONE 4.1 Sia X uno spazio analitico complesso ridotto con un
fibrato lineare L — X tale che esistono so,...,Sq € I (X,0(L)) senza
zeri comuni. Esse quindi definiscono un’applicazione  : X — CPy,
data da 1t (x) = (So(x),...,84(x)) dunque L = 'IT*O[Pq(l). Ne segue
che l'applicazione x — ||Cxlls, Xx € X, Cx € Lx con

Tel]s = —exl

[Tt ()]0
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a
T CONIG = D Isi (x)]?
i=0
e una metrica hermiteana C* Ilungo le fibre di L. Poniamo £ = O(L).
X si dice olomorficamente g-convesso se per ogni K, K C X, K
compatto, I'insieme

K= {yEX!VUET(X.E) si ha IIU(J’)IISSSUDIIU(X)IIS},

xekK

€ un sottoinsieme compatto di X.

La definizione non dipende da 77 ovviamente ed un po’ piu difficolto-
samente si mostra che K non dipende dalla metrica || - ||s. Nessuna
menzione esplicita verra quindi fatta nel seguito della struttura her-
miteana sottogiacente se non richiesto dal contesto. In generale sara
scelta in modo che corrisponda a || - ||, i.e. So, ..., 4 € ortonormale.
Uno spazio olomorficamente g-convesso X sara denotata da (X, 1r)
ovvero 1 : X — CPy.

Sia 7T : X — CP4 uno spazio olomorficamente g-convesso. Siano
™ = (S0,...,8q), C = (Co,...,Cq) € CPgcon Ty # 0 e o € I'(X,L).
Possiamo supporre X irriducibile. Consideriamo la funzione

Sfo (x) = o {x)

50 (%)

che ¢ olomorfa per x € mw1(Z). Sia K ¢ mm~1(£) un sottoinsieme
compatto e K il suo inviluppo olomorficamente g-convesso rispetto
a L. ||l (y)lloand |so (1)| sono costanti per y € (L), quindi:

Roml @ {yerr‘l & : llo ()l ssup||a<x>||s}

xekK

{y e (&) :Ife () <suplfs (X)I} > K,

xek

K, inviluppo olomorficamente convesso di K rispetto a Or-1(z)- Ne
segue che K ¢é un sottoinsieme compatto di w1 (Z), quindi le fibre di
1T sono olomorficamente convesse nel senso usuale.

Se g = 0, 1 é costante, £ = Oy, Sop non si annulla maiin X e X ¢
olomorficamente convesso. Il viceversa é ovvio. Dunque X € olomor-
ficamente 0-convesso se e solo se X e olomorficamente convesso nel
senso usuale.
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4.1 Esempi

1. Un sottospazio chiuso Y dello spazio olomorficamente q-convesso
(X, 1) e olomorficamente q-convesso. In particolare, ogni componen-
te irriducibile di uno spazio olomorficamente q-convesso é olomorfica-
mente q-convessa.

Piu in generale:

2. Sia 1t : X — CPq uno spazio olomorficamente q-convesso, Y uno
spazio complesso e f : Y — X olomorfa, propria e suriettiva. f o 1t :
Y — CPy e uno spazio olomorficamente q-convesso.

Abbiamo visto che:

3. Tutti gli spazi olomorficamente convessi nel senso usuale sono
olomorficamente 0-convessi.

4. Sia X una varieta proiettiva liscia e £ un fibrato lineare su X
tale che per ogni x € X esiste s,y € T'(X,L) con sy (x) + 0. Sia
50,...,8q € I (X, L) non identicamente nulle e poniamo

Y={yeX:so(y)=...=5;(y) =0}

(X \Y, 1) é uno spazio olomorficamente q-convesso ove si prenda
m:X\Y - CPq data da

T (x) = (S0 (X),...,84 (x)).
5. Siat:CPn\CPNn_gq-1 — CPy4 la proiezione data da 1t (zg, ... , zq,
Zg+1,---,2N) = (20y...,24,0,...,0). (CPNy \ CPN_gq-1,TT) € uno spa-

zio olomorficamente q-convesso.

6. (Domini fibrati con palle su CP; ). Per ogni funzione continua
« : CPy — R*, il dominio di CPyn \ CPN_q-1

N

a
Py = {(zo,... L ZN) 10220y, 2g) (D 1zil?) < D Izilz}
i=0

i=q+1
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ove si prenda la proiezione Tt come in 5 é uno spazio olomorficamente
q-convesso.*

7. (Domini fibrati con polidischi su CP,.) Per ogni funzione continua
vj:CPq - R*, j=q+1,...,N il dominio di CPN \ CPN_q-1

Q)Vq+1,...,1’]\] = {(ZO;--- 5ZN) .
a
rio,za) |22 < X 1zl f=a + 1, N
i=0

ove si prenda la proiezione Tt come in 5 é uno spazio olomorficamente
q-convesso.

E' un risultato difficile di Barlet-Silva, loc.cit.,che uno spazio olo-
morficamente g-convesso si caratterizza mediante funzioni di esau-
stione:

TEOREMA 4.1 Siano X uno spazio analitico complesso ridotto, L — X
un fibrato lineare olomorfo che induce 1 : X — CPg4. Si supponga
dimHO(X, £) < +c.

(X, 1) e uno spazio olomorficamente q-convesso se e solo se X
ammette una funzione esaustiva ¢ di classe C° della forma

+oo (121 \ %
P (x)=> <7||UJ(X) | )

S \lImeol13

per 0j € HY(X,L) e «j € N* con convergenza uniforme sui compatti
di X.

Gli stessi autori propongono la seguente definizione:

DEFINIZIONE 4.2 Uno spazio olomorficamente q-convesso tale che
*(Ocp, (1)) separa i punti di X si dice q-Stein.

Gli esempi 5,6, 7 di cui sopra sono esempi "concreti” di spazi di
g-Stein.

Barlet e Silva dimostrano che uno spazio di g-Stein é la riduzio-
ne di Remmert (cioé il quoziente per la relazione di equivalenza che

*Per « costante uguale a zero, Py = CPy \ CPn_g-1.
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identifica i punti non separati da £. La difficolta consiste nel mo-
strare che tale quoziente é uno spazio analitico) di uno spazio olo-
morficamente g-convesso. Dimostrano inoltre il seguente basilare
risultato:

TEOREMA 4.2 Uno spazio di q-Stein é q-completo.t

Essi passano poi a considerare il problema dell'immersione degli
spazi g-Stein, ottenendo che se U é un aperto relativamente compat-
to della varieta g-Stein X esiste F : X — CPy, \ CPy_4-1 tale che Fly
¢ un embedding localmente proprio su un aperto di un sottoinsieme
analitico chiuso di CPy, \ CPy_4-1. Piu precisamente:

TEOREMA 4.3 (Barlet-Silva [9]) Sia 11 : X — CPyq, con 1 = (8o, ... ,S3),
una varieta di q-Stein di dim. n tale che le sezionidi £ = 1* (Ocp, (1))
diano coordinate locali. Siano K C X un sottoinsieme compatto con
K=KedQcXun aperto tale che K C Q.

Esistono un intorno aperto U di K con U CC Q, un intero v =
v (K), sezioniTy,...,Ton+1 di LY, un dominio fibrato in polidischi P C
CP2n+g+1 \ CP2y ed un embedding chiuso:

T =(80seee Sy, Ty Tons1) 1 U = P,

Il problema dell’immersione degli spazi di g-Stein é risolto quin-
di parzialmente, la difficolta essendo I'impossibilita di controllare la
crescita di v al variare di K. In particolare la condizione necessaria
che uno spazio di g-Stein porti una metrica kihleriana e verificata so-
lo all’intorno di ogni compatto di X. Questa ultima difficolta ¢ stata
completamente superata da Vajaitu:

TEOREMA 4.4 (Vajaitu [37]) Uno spazio di q-Stein é kdhleriano.

Il lavoro di Barlet-Silva induce ragionevolmente a congetturare che
gli spazi g-completi immergibili in CPy \ CPny_4-1 sono gli spazi di
q-Stein.

Lo studio degli spazi olomorficamente g-convessi € stato ripreso

da V. Koziarz nella sua Tesi [23]. Egli dimostra un fatto sorpren-
dente riguardo alla natura dei sottoinsiemi aperti di CPy \ CPn_4-1

tLa dimostrazione originale di Barlet-Silva ¢ assai complicata e difficile. Essa ¢
stata recentemente semplificata da Vajaitu, in [37].
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che sono olomorficamente g-convessi: un aperto di CPy \ CPy_4-1 €
olomorficamente g-convesso se intersecato con le fibre di m : CPy \
CPN-gq-1—CPq4 € convesso (geometricamente) come aperto di CPn_4\
CPN_g-1 = CN74 = R?(N=4) per la struttura affine indotta. 1l fatto
sorprendente ¢ che tale condizione ¢ anche necessaria per gli aperti
U per i quali HO(U, (1)) = H°(CPy, ©(1)). Ci si attenderebbe piut-
tosto di ottenere convessita olomorfa relativa alle fibre. Vi é forse
un limite dovuto all'impiego di metriche convesse (hermitiane) sul-
lo spazio proiettivo, ma forse vi é anche una difficolta piu profon-
da inerente alla definizione di spazio olomorficamente g-convesso.
Koziarz affronta poi il problema dell'immersione degli spazi g-Stein.

Siano X uno spazio analitico complesso ridotto, L. — X un fi-
brato lineare olomorfo che induce 7™ : X — CP4. Si supponga che

dimH%(X, L) < +c. Se 1T = (S0,...,S4), completiamo s...,s,; ad
una base ortonormale {sg,...,sy}. Abbiamo il diagramma commu-
tativo:

X — CPq

f

CPN\ CPN_q_1 —+ CP,

ove f = (50,...,54,5g+1,--- ,SN). La questione consiste nel doman-
darsi quando f € un embedding chiuso. Ora f non é propria; bi-
sognera quindi considerare embeddings in aperti g-Stein di CPy \
CPN—_g-1. Per fare cio Koziarz deve rafforzare la nozione di spazio
di g-Stein. Si ha:

TEOREMA 4.5 Sia 11 : X — CP4 uno spazio di q-Stein tale che le se-
zioni di L = 1*(Ocp, (1)) diano coordinate locali. Si supponga che
dimHY(X,L) = N+1echeesistanox e R,x>1ec: X — (1,«]
propria e continua tale l'insieme

K= {y eX:Voel(X,L) siha |lo(y)|ls < c(x)suplla(x)lls}
xekK
¢ un sottoinsieme compatto di X per ogni K compatto in X.
Ne segue che f e un embedding chiuso in un aperto di q-Stein di
(:[PN \ (:[PN_q_]_.
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In effetti Koziarz da anche una caratterizzazione necessaria e suf-
ficiente per l'esistenza di tali embeddings chiusi rimpiazzando la
condizione di g-olomorfa convessita calcolando in questo caso gli
inviluppi in termini di successioni discrete:

TEOREMA 4.6 Sia 1t : X — CP4 uno spazio di q-Stein tale che le se-
zioni di L = ﬂ*(@(pq(l)) diano coordinate locali. Si supponga che
dimH?(X,£) = N + 1.

f éun embedding chiuso in un aperto U C CPx\CPn_q-1 che con-
tiene 'inviluppo convesso fibra a fibra di f (X) se e solo se é verificata
la seguente condizione:

per ogni successione discreta {xy} di punti di X e per ogni K C X
compatto, 3o € HO(X, L) tale che

limsup |[o (xn)|ls > sup [lo (x)]ls.
Nn—+o xekK
Koziarz stabilisce una gerarchia delle varie nozioni di g-convessi-
ta olomorfa utilizzate per il problema dell’immersione. Il suo lavoro
porta in modo naturale a modificare la congettura di Barlet-Silva al
seguente problema:

PROBLEMA Determinare la “buona” nozione di g-Steinicita di uno
spazio complesso affinché gli spazi g-completi immergibili in CPy \
CPNn-_4-1 siano gli spazi di g-Stein.
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