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1 Introduzione

Questo articolo è una breve rassegna di alcuni risultati alla Liouville

per equazioni ellittiche semilineari e delle loro applicazioni a stime

a priori L∞ per soluzioni non negative di problemi al contorno. Si

tratta di una problematica che è stata oggetto di ampio interesse a

cavallo tra gli anni ’70 e ’80 (si vedano, per esempio, i lavori di Brezis-

Turner [12], Gidas-Spruck [20, 21], de Figuereido-Lions-Nussbaum

[18]), in connessione con lo studio tramite metodi di punto fisso o

della teoria del grado topologico di Leray-Schauder dell’esistenza di

soluzioni per problemi ellittici superlineari con termine di sorgente

positivo, del tipo

u > 0, Lu+ a(x)g(u) = 0 in Ω (1.1)

u = 0 su ∂Ω . (1.2)



2 I. CAPUZZO DOLCETTA

Qui Ω è un aperto limitato di RN , a > 0 è una funzione data su Ω,

g > 0 è una funzione nonlineare e

Lu = tr(A(x)∇2u) (1.3)

è un operatore uniformemente ellittico.

Negli ultimi anni questi argomenti hanno suscitato una rinnovata

attenzione in relazione con questioni di esistenza di soluzioni po-

sitive di (1.1), (1.2) aventi carattere indefinito e cioè quelli in cui la

funzione a può annullarsi e cambiare segno in Ω [4, 3, 24].

Una ulteriore direzione di sviluppo ha riguardato [6, 7, 13, 17]

il caso in cui, oltre al carattere indefinito, anche la parte principale

dell’equazione (1.1) presenta una forma di degenerazione, modellata

da un sublaplaciano su un gruppo di Lie stratificato, i.e. un ope-

ratore L della struttura (1.3) ma con forma quadratica solamente

semidefinita,

A(x)ξ · ξ ≥ 0 ∀(ξ,x) ∈ RN ×Ω

e verificante la condizione di generazione di Hormander.

Un esempio tipico di tali operatori è il laplaciano di Kohn-Heisen-

berg ∆Hn .

2 Teoremi di tipo Liouville

Una formulazione del classico teorema di Liouville per le funzioni

armoniche afferma che le sole soluzioni u di

u ≥ 0 , ∆u = 0 in RN (2.1)

sono le costanti. È ben noto che questa proprietà resta valida an-

che per le funzioni superarmoniche di una o due variabili (vedi per

esempio [23]); più precisamente si ha che se u ∈ C2(RN) con N ≤ 2

verifica

u ≥ 0, ∆u ≤ 0 in RN , (2.2)

allora u è necessariamente una costante. Una dimostrazione nel ca-

so N = 2, si basa sul teorema dei tre cerchi di Hadamard che di-

pende, a sua volta, dallo speciale comportamento della soluzione

fondamentale log|x|.
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D’altra parte, per N ≥ 3 esistono funzioni superarmoniche non

negative non banali, quali ad esempio in R3

u(x) =

{
(15− 10|x|2 + 3|x|4)/8 se |x| < 1

|x|−1 se |x| ≥ 1 .

2.1 Il caso semilineare uniformemente ellittico

Il classico risultato riguardante le funzioni armoniche è stato gene-

ralizzato a soluzioni non negative di equazioni ellittiche semilineari

in RN o in semispazi di RN in [20, 21]. Per il caso dell’intero spazio

vale il seguente teorema:

Teorema 2.1 [20] Se u ∈ C2(RN) verifica

u ≥ 0 , ∆u+ Cuα = 0 in RN (2.3)

con 1 ≤ α < (N+2)/(N−2) e C costante strettamente positiva, allora

u ≡ 0.

Questo teorema (che per N = 2 è una ovvia conseguenza del risulta-

to sopracitato per la disequazione (2.2)), è altamente non banale in

dimensione superiore e fornisce un risultato ottimale nel senso che

per α = N+2
N−2 l’equazione (2.3) ha soluzioni non nulle; precisamente

tutte le soluzioni sono del tipo

u(x) = (N(N − 2)µ2)(N−2)/4(µ2 + |x − a|2)−(N−2)/2

con µ > 0 e a ∈ R
N (si veda [16], anche per una dimostrazione

differente del Teorema 2.1 basata sul metodo dei moving planes).

Nel caso del semispazio Σ = {x ∈ RN xN > 0} si ha invece:

Teorema 2.2 [21] Se u ∈ C2(Σ)∩ C(Σ̄) verifica

u ≥ 0 , ∆u+ Cuα = 0 in Σ (2.4)

u = 0 su {xN = 0} (2.5)

con 1 ≤ α < (N+2)/(N−2) e C costante strettamente positiva, allora

u ≡ 0.
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Recentemente, H. Berestycki, L. Nirenberg ed il presente autore,

motivati dallo studio di problemi ellittici superlineari di tipo inde-

finito, hanno stabilito un risultato di tipo Liouville nonlineare per

disuguaglianze del tipo

u ≥ 0 , ∆u+ h(x)uα ≤ 0 in Σ , (2.6)

dove Σ è un cono connesso di RN con vertice nell’origine, Σ̄ ≠ RN e

h ≥ 0 è una funzione che si può annullare sulla frontiera di Σ. Il risul-

tato vale sotto alcune condizioni che legano l’esponente α, la rapidità

di crescita di h all’infinito, l’apertura del cono e la dimensione N. Più

precisamente, denotando con λ1 l’autovalore principale del proble-

ma di Dirichlet per l’operatore di Laplace-Beltrami su Σ ∩ SN−1, con

φ1 > 0 l’autofunzione corrispondente e con β la soluzione positiva

dell’equazione λ1 = β(N + β− 2) si ha:

Teorema 2.3 [3] Sia u ∈ C2(Σ) limitata vicino all’origine e tale che

u ≥ 0, ∆u+ h(x)uα ≤ 0 in Σ (2.7)

Se h verifica:

h ∈ C(Σ) , h ≥ 0 e limitata vicino all’origine

h(x) = a|x|γ per |x| grande, con γ > −2 e a > 0

allora u ≡ 0 se 1 < α ≤ (N + β+ γ)/(N + β− 2).

Nel caso che la disuguaglianza (2.7) abbia luogo in tutto lo spazio RN

si ha invece:

Teorema 2.4 [13] Sia u ∈ C2(RN) tale che

u ≥ 0, ∆u+ h(x)uα ≤ 0 inRN (2.8)

Se h verifica:

h ∈ C(RN),h ≥ 0

h(x) = a|x|γ per |x| grande, con γ > −2 e a > 0

allora u ≡ 0 se 1 < α ≤ (N + γ)/(N − 2).
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Gli intervalli per l’esponente α dati da questi teoremi sono ottimali.

Nel caso del Teorema 2.4 è facile verificare infatti che per α =
N+γ−ε
N−2−ε

la funzione u = (1 + |x|2)−(N−2−ε) soddisfa (2.8). Nel caso di un

cono proprio d’altra parte per qualsiasi α >
N+β+γ
N+β−2 si può costruire

una funzione u > 0 soluzione di ∆u+ |x|γuα ≤ 0 in Σ (si veda [10]).

Rimane un problema aperto se, per
N+β+γ
N+β−2 < α <

N+β+γ+2
N+β−2 , u ≡ 0 sia

la sola soluzione dell’equazione

u ≥ 0, ∆u+ |x|γuα = 0 in Σ .

Si osservi anche che il numero β sopra definito ha un ruolo deter-

minante per le equazioni ellittiche nei coni, sia per quanto riguarda

teoremi di tipo Hopf per punti conici del bordo sia per determinare

la crescita delle funzioni superarmoniche in un cono.

In particolare segnaliamo i seguenti due fatti:

(i) v(x) = |x|βφ1(x/|x|) è una funzione armonica positiva e

omogenea di grado β in Σ, nulla su ∂Σ

(ii) per ogni funzione u superarmonica positiva in Σ esiste C > 0

tale che

u(|x|) =

∫

Σ∩SN−1
u(x)dσ ≥ C|x|2−N−β ∀x ∈ Σ∩{|x| > 1} .

La funzione v definita in (i) è uno strumento fondamentale per

dimostrare (ii) ed anche nella dimostrazione del teorema 2.3.

Il risultato del Teorema 2.3 discende infatti dalla stima integrale

(∫

Σ
huαvζθR

)1−
1
α

≤ CR(N+β−
γ
α−1 )

α−1
α −2

dove v è la funzione definita in (i), θ = α/(α− 1), ζR(|x|)=ζ(|x|/R)

e ζ è una funzione di cut-off.

Una semplice conseguenza del Teorema 2.3 che sarà richiamata

nel paragrafo successivo è:

Teorema 2.5 Sia Σ = {x ∈ RN : xN > 0} e u ∈ C2(Σ) limitata vicino

all’origine e tale che

u ≥ 0, ∆u+ xNuα ≤ 0 in Σ .

Allora u ≡ 0, se 1 < α < (N + 2)/(N − 1) .
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La dimostrazione si basa sul fatto che per Σ = {x ∈ R
N : xN >

0} si ha β = 1; infatti la funzione v(x) = xN è armonica positiva

e omogenea di grado 1 in Σ e può quindi essere usata nella stima

integrale.

Segnaliamo infine che risultati di tipo Liouville per soluzioni limi-

tate (non necessariamente ≥ 0) di

∆u+ C|u|α−1u = 0 in RN (2.9)

sono stati ottenuti da A. Bahri e P.L. Lions sotto una ipotesi riguar-

dante l’indice di Morse (vedi [2]). Ricordiamo che l’indice di Morse

i(u) di una soluzione u di (2.9) è il numero degli autovalori negativi

dell’operatore linearizzato

−∆− Cα|u|α−1

in H1
0(R

N) e che i(u) ≥ n(u), dove n(u) è il numero delle compo-

nenti connesse dell’insieme [u(x) ≠ 0] .

Citiamo, a titolo di esempio, il seguente:

Teorema 2.6 [2] Se u ∈ C2(RN) è una soluzione limitata dell’equa-

zione (2.9) con i(u) < +∞, 1 ≤ α < (N + 2)/(N − 2) e C costante

strettamente positiva, allora u ≡ 0.

Altri interessanti risultati di tipo Liouville per soluzioni limitate

e di indice finito di equazioni del tipo

∆u+ x+N|u|α−1u− x−Ng(u) = 0 in RN

sono stati recentemente ottenuti da M. Ramos, S. Terracini, C. Troel-

stler [24].

2.2 Il caso del laplaciano di Kohn-Heisenberg

In questo paragrafo descriviamo alcuni recenti risultati di tipo Liou-

ville per equazioni e disequazioni relative al laplaciano di Kohn-Heis-

enberg. Per maggiori dettagli, estensioni al caso più generale di

sublaplaciani su gruppi di Lie stratificati ed altri esempi di opera-

tori ellittici degeneri si rinvia ai lavori [6, 7, 13, 17]. Altri recen-

ti lavori rilevanti sull’argomento che non sono qui descritti sono

[5, 19, 25, 22, 26, 11].
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Il laplaciano di Kohn-Heisenberg ∆Hn è l’operatore ellittico dege-

nere

∆Hn =

2n∑

i=1

(
∂2

∂x2
i

+ 4x2
i

∂2

∂x2
2n+1

)+

+ 4

n∑

i=1

(xi+n
∂2

∂xi∂x2n+1
− xi

∂2

∂xi+n∂x2n+1
) (2.10)

che agisce su funzioni u = u(x) con x = (x1, · · · , x2n, x2n+1) ∈

R
2n+1.

È facile verificare che ∆Hn è della forma (1.3) con A(x) data da



In 0 2η

0 In −2ξ

2η −2ξ 4(|ξ|2 + |η|2)




dove ξ = (x1, ..., xn), η = (xn+1, ..., x2n).

L’idea di base adottata nei lavori [6, 7, 13] per ottenere risulta-

ti alla Liouville in questo caso è quella di guardare l’operatore di

Kohn-Heisenberg come un sublaplaciano sullo spazio R2n+1 dotato

della struttura di gruppo di Heisenberg: x ◦ y = (x1 + y1, . . . , x2n +

y2n, x2n+1 +y2n+1 + 2
∑n
i=1(xi+nyi − xiyi+n)).

Con ciò si intende che ∆Hn =
∑2n
i=1X

2
i , con

Xi =
∂

∂xi
+ 2xi+n

∂

∂x2n+1
, Xi+n =

∂

∂xi+n
− 2xi

∂

∂x2n+1
(2.11)

per i = 1, . . . , n. Questa osservazione consente di utilizzare conve-

nientemente le proprietà di scala dei campi Xi e dell’operatore ∆Hn
rispetto alle dilatazioni anisotrope

δλ(x) = (λx1, . . . , λx2n, λ
2x2n+1) (λ > 0 ) (2.12)

e l’azione di ∆Hn sulle funzioni f che sono radiali rispetto alla norma

omogenea

ρ(x) = ((

2n∑

i=1

x2
i )

2 + x2
2n+1)

1
4 . (2.13)
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Per tali funzioni si ha:

∆Hnf(ρ) = |∇∗ρ|2
(
f ′′(ρ)+ f ′(ρ)

Q− 1

ρ

)

dove ∇∗f(ρ) = (X1f(ρ), . . . , X2nf(ρ)). Il numero Q = 2n + 2 è la

dimensione omogenea del gruppo di Lie G = (R2n+1,◦).

Seguendo le linee della dimostrazione dei Teoremi 2.3 e 2.4 si

ottiene

Teorema 2.7 [6] Sia u una soluzione di

u ≥ 0 , ∆Hnu(x)+ h(x)uα ≤ 0 in R2n+1 (2.14)

dove h è una funzione continua nonnegativa tale che

h(x) ≥ Kργ(x)

per ρ(x) sufficientemente grande e per qualche K > 0, γ > −2. Allora

u ≡ 0, se 1 < α ≤ (Q+ γ)/(Q− 2).

È interessante notare che lo stesso risultato vale quando ∆Hn è rim-

piazzato da un sublaplaciano su un gruppo di Lie stratificato (vedi

[13]), pur di scegliere in modo appropriato la dilatazione e la nor-

ma omogenea. Anche in questo caso generale la restrizione su α

dipende dalla dimensione omogenea del gruppo di Lie associato al

sublaplaciano. È da notare anche che la limitazione superiore per α

nel Teorema è ottimale. Infatti si può verificare che, se α ≥
Q+γ−ε
Q−2−ε ,

allora la funzione u(ρ) = Cε(1 + ρ
2)−δ/2 con δ = Q − 2− ε verifica,

per un opportuna scelta di Cε,

u ≥ 0 , ∆Hnu(x)+ ργ|∇∗ρ|2uα ≤ 0 in R2n+1 .

Risultati analoghi al Teorema 2.3 nel caso di semispazi e anche

per alcuni tipi di coni (in particolare, quelli per cui si può costruire

una funzione ”simile” alla funzione v definita in (i)) valgono anche

nella presente situazione. Come è naturale attendersi, data l’aniso-

tropia dell’operatore ∆Hn , i teoremi di Liouville saranno diversi a

seconda che si consideri il semispazio [x2n+1 > 0] ovvero semispazi

del tipo [xi > 0] con i = 1, · · · ,2n.
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Citiamo, a titolo di esempio,

Teorema 2.8 [7] Sia u una soluzione di

u ≥ 0 , ∆Hnu(x)+ h(x)uα ≤ 0 in [x2n+1 > 0] (2.15)

dove h è come nel Teorema 2.7. Allora u ≡ 0, se 1 < α ≤ (Q + 2 +

γ)/Q.

Teorema 2.9 [7] Sia u una soluzione di

u ≥ 0 , ∆Hnu(x)+ x1h(x)u
α ≤ 0 in [x1 > 0] (2.16)

dove h è come nel Teorema 2.7 con γ > −1. Allora u ≡ 0, se 1 < α ≤

(Q+ γ − 1)/(Q− 2).

2.3 Il caso dell’operatore di Grushin

Un operatore ellittico del secondo ordine con forma quadratica semi-

definita che non rientra nella tipologia dei sublaplaciani su gruppi di

Lie stratificati (perchè non è invariante a sinistra rispetto ad alcuna

azione di gruppo su RN) è l’operatore di Grushin definito su Rp ×Rq

da

L =

p∑

i=1

∂2

∂xi2
+ |x|2k

q∑

i=1

∂2

∂y2
i

, (2.17)

dove k ∈ N e (x,y) = (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) denota il generico pun-

to di RN = Rp × Rq. Non è difficile verificare che L soddisfa la con-

dizione di Hormander di ordine k e che L è 2 omogeneo rispetto alla

dilatazione

δλξ = (λx,λ
k+1y) . (2.18)

Inoltre, la norma

ρ(ξ) = |x| + |y|
1
k+1 , (2.19)

dove ξ = (x,y) e |·| denota la norma euclidea su RN , è 1− omogenea

rispetto alla dilatazione in (2.18). Da ciò segue in particolare che

la misura N-dimensionale della sfera ΩR = Bp(0, R) × Bq(0, R
k+1)

associata a (2.19) è proporzionale a RQ conQ = p+(k+1)q = N+kq .
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Basandosi su queste osservazioni si può dimostrare, con una tec-

nica simile a quella dei Teoremi 2.3 e 2.4 il seguente:

Teorema 2.10 [13] Sia u una soluzione di

u ≥ 0 ,

p∑

i=1

∂2u

∂xi2
+ |x|2k

q∑

i=1

∂2u

∂y2
i

+uα ≤ 0 in RN . (2.20)

Allora u ≡ 0 , se k > 1 e 1 < α ≤Q/(Q− 2).

2.4 Il caso completamente nonlineare

In questo paragrafo presentiamo due risultati di tipo Liouville per so-

luzioni di viscosità non negative di problemi uniformemente ellittici

completamente non lineari. Più precisamente, si considerano ope-

ratori non lineari F(x,D2u) con F ∈ C(RN × SN ;R) (qui SN denota

l’insieme delle matrici simmetriche di ordine N) e per i quali esistano

costanti 0 < λ ≤ Λ tali che

λtr(P) ≤ F(x,M + P)− F(x,M) ≤ Λtr(P) ,

per ogni x ∈ RN , M,P ∈ SN con P semidefinita positiva.

Utilizzando tecniche tipiche delle soluzioni viscosità e la disugua-

glianza di Harnack debole

‖v‖Lp(BR) ≤ CpR
N
p inf
B2R

v

dimostrata in [8] per soluzioni viscosità non negative di F(x,D2v) ≤

0 si possono dimostrare i seguenti

Teorema 2.11 [8] Sia u ∈ C(RN) una soluzione di viscosità di

u ≥ 0 , F(x,D2u) = 0 in R
N (2.21)

con F(x,0) ≡ 0. Allora u è una costante.

Teorema 2.12 [9] Sia u ∈ C(RN) una soluzione di viscosità di

u ≥ 0 , F(x,D2u)+uα ≤ 0 in R
N (2.22)

con F(x,0) ≡ 0. Allora esiste p0 > 0 tale che, se 0 < α < 2p0/N + 1,

u ≡ 0.
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L’esponente p0 è l’estremo superiore dei valori p > 0 per i quali le

soluzioni viscosità non negative di F(x,D2v) ≤ 0 soddisfano la disu-

guaglianza di Harnack debole e, in generale, dipende da N e da λ/Λ.

Nel caso in cui F(x,M) = F(M) è lineare o più in generale conves-

so, p0 coincide con N/(N − 2), indipendentemente dalle costanti di

ellitticità di F .

È interessante notare che per F(D2u) = ∆u il Teorema 2.12 ri-

produce (con una dimostrazione differente) il risultato del Teorema

2.4 e lo estende al caso α < 1.

3 Esistenza di soluzioni per problemi ellittici indefiniti

In questo paragrafo diamo una indicazione di come alcuni risultati

alla Liouville descritti precedentemente possono essere applicati, in

congiunzione con una analisi di blow-up, per ottenere stime a prio-

ri per problemi al contorno del tipo (1.1), (1.2) con carattere di in-

definitezza. Per semplicità considereremo soltanto i casi L = ∆ e

L = ∆Hn .

3.1 Il caso uniformemente ellittico

Consideriamo l’esempio modello

u > 0 , ∆u+ a(x)g(u) = 0 in Ω (3.1)

u = 0 su ∂Ω (3.2)

con le seguenti ipotesi sui dati g ∈ C1(R) e a ∈ C2(Ω) :

g(0) = g′(0) = 0 (3.3)

g(s)

sα
→ γ as s → +∞, for some α > 1 and γ > 0 (3.4)

Ω+ := {x ∈ Ω : a(x) > 0} ≠∅ (3.5)

Ω− := {x ∈ Ω : a(x) < 0} ≠∅ (3.6)

Γ := Ω+ ∩Ω− ⊂ Ω ,∇a(x) ≠ 0 su Γ . (3.7)

Sotto queste ipotesi si ha:

Teorema 3.1 [3] Se 1 < α < (N + 2)/(N − 2) allora il problema di

Dirichlet (3.1), (3.2) ha almeno una soluzione.
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Questo teorema è stato dimostrato in [3] sotto l’ulteriore restrizione

1 < α < (N + 2)/(N − 1); le stime a priori necessarie per ottenere

il risultato di esistenza per valori di α fino all’esponente critico di

Sobolev (N + 2)/(N − 2) sono state ottenute in [14] con un metodo

che differisce parzialmente da quello che descriveremo brevemente

in seguito. Prima di dare qualche indicazione sulla dimostrazione

del Teorema 3.1 segnaliamo che un risultato del tutto simile vale per

operatori generali del tipo

Lu = tr(A(x)∇2u)+ b(x) · ∇u+ c(x)

soddisfacenti, per C > 0, la condizione di uniforme ellitticità

A(x)ξ · ξ ≥ C|ξ|2 ∀(ξ,x) ∈ RN ×Ω

e condizioni di Dirichlet o di derivata obliqua ovvero di Robin, sotto

la condizione che l’autovalore principale di −L con le corrispondenti

condizioni al bordo sia strettamente positivo. Si veda in proposi-

to [3] dove è considerato peraltro anche il caso in cui l’autovalore

principale sia 0.

Differenti geometrie per l’insieme Γ (per esempio, Γ ∩ ∂Ω ≠ ∅ o

quando la varietà Γ ha auto-intersezioni) possono essere trattate con

metodi simili (vedi [24] per alcuni risultati recenti in questa direzio-

ne). Il caso in cui a si annulla su un insieme ”spesso” è stato invece

trattato con metodi della teoria dei punti critici per esempio in [1].

Il prossimo risultato, che è in effetti il cuore della dimostrazione

del Teorema 3.1, fornisce le stime a priori nella norma uniforme che

consentono di ottenere soluzioni classiche del problema (3.1), (3.2)

con il metodo del grado di Leray-Schauder. La sua dimostrazione è

basata sulla tecnica di riscalamento e blow-up e, in maniera cruciale,

su alcuni dei risultati di tipo Liouville presentati nella Sezione 2.

Teorema 3.2 [3] Sia (u,ρ) ∈ W 2,q × [0,+∞) (per ogni q < +∞) tale

che

u > 0 , ∆u+ a(x)g(u)+ ρ = 0 in Ω (3.8)

u = 0 su ∂Ω . (3.9)
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Allora esiste una costante C dipendente da a e da Ω ma non da (u,ρ)

tale che

u(x) ≤ C ∀x ∈ Ω . (3.10)

Dimostrazione. La dimostrazione del teorema procede per assur-

do. Si suppone dunque l’esistenza di una successione (uj , ρj) di

soluzioni di (3.8),(3.9) tali che, per j → +∞,

Mj = max
Ω
uj = uj(xj)→ +∞ (3.11)

Un argomento basato sul principio di massimo mostra che ρj è una

successione limitata. Poniamo ora

y =
x − xj

λj

dove λj è un fattore di scala positivo che sarà specificato più avanti

e consideriamo le funzioni di blow-up

vj(y) =
uj(λjy + xj)

Mj
.

Si verifica facilmente che le funzioni vj soddisfano, in un opportuno

dominio Ωj della variabile y , le equazioni

vj > 0, ∆vj + λ2
jM

α−1
j (a(λjy + xj)g(Mjvj)M

−α
j + ρjM

−α
j ) = 0

(3.12)

e la condizione

vj(0) ≡ 1 . (3.13)

Denotando con x0 il limite (a meno di sottosuccessioni) della suc-

cessione xj per j → +∞, si è condotti a considerare tre casi secondo

la posizione di x0 in Ω:

1. x0 ∈ Γ , i.e. a(x0) = 0

2. x0 ∈ Ω+ ∪Ω−

3. x0 ∈ ∂Ω
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Una analisi di blow-up specifica deve essere effettuata in ognu-

no dei casi (vedi [3] per i dettagli). Consideriamo dapprima il ca-

so 1, tipico dei problemi di tipo indefinito, e sostituiamo il termine

a(λjy + xj) nell’equazione (3.12) con il suo sviluppo di Taylor del

primo ordine. Con qualche calcolo si ottiene

∆vj + λ3
jM

α−1
j g(Mjvj)M

−α
j hj + λ

2
jρ

2
jM

−1
j = 0 , (3.14)

dove

hj = ∇a(zj) ·y ± δjλ
−1
j |∇a(zj)| + 0(λ2

j |y|
2 + δ2

jλ
−1
j ) .

In questa formula zj è la proiezione di xj su Γ e si prende il segno +

ovvero − a seconda che xj sia in Ω+ oppure in Ω−. Si sceglie poi il

fattore di scala

λj =M
(1−α)/3
j

e si passa al limite in (3.14) per j → +∞.

Se δj/λj → 0 la funzione limite v soddisfa

0 ≤ v ≤ 1 , v(0) = 1 , ∆v + (∇a(x0) ·y)v
α = 0 in RN

(3.15)

Ora si osserva che, per ipotesi, ∇a(x0) ≠ 0; pertanto con un oppor-

tuno cambio di variabile l’equazione (3.15) si riduce a

v ≥ 0 , ∆v + ξNvα ≤ 0 in {ξ ∈ RN : ξN > 0} .

A questo punto si applica il Teorema 2.5 che, in combinazione con il

fatto che v(0) = 1 fornisce la contraddizione desiderata.

Gli altri sottocasi possibili (e cioè δj/λj → +∞ oppure δj/λj →

δ0 > 0) conducono alla stessa contraddizione con il teorema sopra-

citato oppure con i Teoremi 2.1, 2.2.

Nel caso 2, scegliendo invece λj = M
(1−α)/2
j , si ottiene la seguente

equazione limite

v ≥ 0 , ∆v + vα = 0 in RN .

Nel caso 3, con la stessa scelta del parametro di scala effettuata nel

caso 2, si ottiene invece l’equazione limite

v ≥ 0 , ∆v + vα = 0 in {y ∈ RN : yN > 0} .
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Anche in questi casi si ha ovviamente v(0) = 1 e la contraddizione

segue dai Teoremi 2.1, 2.2.

3.2 Il caso del laplaciano di Kohn-Heisenberg

Consideriamo adesso il problema

u > 0 , ∆Hnu+ a(x)g(u) = 0 in Ω (3.16)

u = 0 su ∂Ω , (3.17)

dove Ω è un aperto limitato dello spazio R2n+1.

L’idea di base nel lavoro [7] è quella, descritta nel paragrafo pre-

cedente, di considerare il laplaciano di Kohn-Heisenberg come un

sublaplaciano sullo spazio R2n+1 munito della struttura di gruppo

di Heisenberg. Ai fini dell’argomento di blow-up nel caso in questio-

ne le proprietà principali sono la 1-omogeneità della norma (2.13)

x → ρ(x) e dei campi Xi rispetto alla dilatazione anisotropa (2.12) e

la 2-omogeneità di ∆Hn rispetto a δλ.

Pertanto, l’operatore di Kohn-Heisenberg si comporta per molti a-

spetti come il laplaciano se R2n+1 è dotato dell’appropriata struttura

algebrica e metrica.

Ciò consente di dimostrare risultati simili a quelli dei Teoremi

3.1 e 3.2 riguardanti le stime a priori e quindi l’esistenza di soluzioni

per il problema (3.16), (3.17). La dimostrazione è basata anche in

questo caso su argomenti di blow-up in combinazione con specifici

teoremi di Liouville nonlineari del tipo di quelli citati nella Sezione 2

(vedi anche [5, 6, 7, 13]). Alcune ipotesi supplementari sono tuttavia

richieste per implementare questo approccio nel caso in questione

in cui l’operatore è degenere. Può accadere infatti che il punto limite

x0 nell’argomento di blow-up sia un punto caratteristico di ∆Hn per

l’insieme di livello di qualche funzione ϕ; con ciò si intende che

∇∗ϕ(x0) = 0 .

I punti caratteristici del bordo sono l’equivalente per ∆Hn dei punti

conici per ∆.
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Condizioni di pseudoconvessità su ∂Ω e sull’insieme degli zeri di

a consentono di superare questo tipo di difficoltà. Supponendo che

Ω = {x ∈ R2n+1 : ϕ(x) > 0 ,ϕ ∈ C2},

∂Ω = {x ∈ R2n+1 : ϕ(x) = 0} (3.18)

∇2ϕ(x)A(x) semidefinita positiva in ogni punto

caratteristico x ∈ ∂Ω (3.19)

∇2a(x)A(x) semidefinita positiva in ogni punto

caratteristico x ∈ Γ (3.20)

si ottiene il seguente

Teorema 3.3 [7] Si suppone che Ω, g ∈ C1(R) e a ∈ C2(Ω) soddisfino

(3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.18), (3.19), (3.20) . Se 1 < α < (2n+1)
2n ,

allora il problema di Dirichlet (3.16), (3.17) ha almeno una soluzione

nello spazio di Holder-Stein Γ 2(Ω)∩ C(Ω).
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