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Lo scopo di questo testo € di presentare i temi principali riguar-
danti le correnti positive su varieta complesse. L’importanza di que-
sto strumento, per coloro che studiano geometria complessa, € evi-
dente; tuttavia non é semplice tenere le fila di una grande quantita di
contributi sull’argomento, alcuni dei quali sono ormai pietre miliari
su questa via. Vorremmo quindi delineare una “mappa” dei contri-
buti che ci sono sembrati particolarmente significativi; per ovvie ra-
gioni, rimandiamo ai testi originali non appena si voglia entrare nel
merito dei singoli argomenti.

Lo scritto € composto di due parti (oltre a una appendice dedi-
cata al lettore che affronta per la prima volta il tema delle correnti
positive): nella prima si trattano principalmente i temi in riferimento
alle correnti positive e chiuse, storicamente la classe piu importan-
te di correnti per le varieta complesse, in quanto generalizzazione
naturale delle sottovarieta. Nella seconda si espongono risultati su
correnti T positive pluriarmoniche o plurisubarmoniche, cioe carat-
terizzate da una condizione imposta alla corrente id0T, e natura-
li generalizzazioni delle funzioni plurisubarmoniche, nonché delle
correnti chiuse. Questa scelta ¢ motivata nel primo capitolo della se-
conda parte, partendo dall’ormai classico teorema di R. Harvey e J.R.
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Lawson che caratterizza tramite correnti positive e pluriarmoniche
I'esistenza di metriche kdhleriane su varieta compatte.

1 Introduzione

Possiamo prendere il 1950 come “anno di nascita” degli studi sulle
correnti, a motivo della pubblicazione, in quell’anno, del testo di L.
Schwartz Théorie des distributions [Sc 50] e delle prime esposizioni
in quell’anno a Princeton della teoria degli integrali armonici di G. de
Rham, che portera al libro del 1955 [dR 55], dove si introducono le
correnti. Qui G. de Rham spiega I'uso del termine in questo modo:
“la scelta del termine “corrente” ¢ motivata dal fatto che nello spa-
zio tridimensionale ordinario, correnti uno-dimensionali si possono
interpretare come correnti elettriche” ([dR 55], nota 3 a p. 8).

Nate in ambiente reale, ben presto le correnti vengono utilizza-
te come strumento di analisi su varieta complesse, affiancate dallo
strumento piu algebrico/topologico della teoria dei fasci. Le radici
specificamente complesse sono la teoria delle funzioni plurisubar-
moniche (che descrivono la “convessita complessa” in analogia con
la convessita classica) e lo studio dell’operatore 0.

La fase iniziale si puo considerare conclusa alla fine degli anni
Sessanta, con la pubblicazione dei due testi che ancora oggi sono i
testi di riferimento:

- P. Lelong, Plurisubarmonic functions and positive differential
forms [Le 68]

- H. Federer, Geometric Measure Theory [Fe 69].

Il primo si occupa direttamente del caso complesso, il secondo situa
I’'argomento “correnti” dentro il campo della teoria geometrica della
misura.

In quegli anni, lo strumento della correnti inizia ad essere usato
anche in geometria algebrica per lo studio dei cicli analitici e algebrici
(combinazioni di sottovarieta), per esempio da A. Andreotti, F. Nor-
guet ... ; in questo scritto non entreremo in questo settore, tuttora
molto importante (vedi i lavori di J.P. Demailly), se non per qualche
breve cenno nel capitolo 3.
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Una seconda fase, molto vivace, puo essere situata nel decennio
1970-1980; la possiamo far iniziare con il lavoro di J.R. King del
1971, [Kin 71], The currents defined by analytic varieties. In que-
sta fase, lo studio ruota attorno al problema di capire quanto sono
“distanti” le sottovarieta (o piu in generale i cicli analitici), visti co-
me correnti, dalle correnti in generale. Si cercano caratterizzazioni
dei cicli analitici dentro ’ambiente delle correnti che permettano di
sfruttare, da un lato, la struttura meno rigida delle correnti e dall’al-
tro I'aspetto geometrico dei cicli. J.R. King imposta il lavoro diretta-
mente nell’ambiente degli spazi analitici con singolarita, e, seguen-
do il lavoro di H. Federer e W. Fleming [FF 60], considera le classi di
“correnti geometriche”: correnti rettificabili, integrali, normali, piatte
(vedi capitolo 3); qui caratterizza in vario modo i cicli analitici (vedi
teoremi 3.1 e 3.2).

Insieme a J.R. King possiamo citare B. Shiffman e R. Harvey, che
fra I’altro indeboliscono le condizioni di J.R. King per ottenere un
ciclo analitico (per esempio riescono a togliere la condizione di po-
sitivita, vedi teoremi 3.4 e 3.5). Questi autori danno importanti con-
tributi anche su problemi di estensione di correnti e di altri oggetti
analitici (vedi capitolo 4); citiamo inoltre la interessante memoria di
R. Harvey Holomorphic chains and their boundaries [Ha 77].

Un discorso a parte meritano i fondamentali contributi di Y.T. Siu,
soprattutto [Siu 74] e [Siu 75]. In particolare, Y.T. Siu usa tecniche di
stime L2 alla Hdrmander e importanti risultati di E. Bombieri [Bo 70] e
H. Skoda [Sk 72] per analizzare gli insiemi di livello E.(T) dei numeri
di Lelong di una corrente chiusa e positiva T. Quello che dimostra ¢
che si tratta di sottoinsiemi analitici chiusi di dimensione al massimo
uguale alla bidimensione della corrente (vedi teorema 2.2); con que-
sto risultato ottiene poi importanti teoremi di estensione di correnti
e di mappe meromorfe (vedi capitolo 4).

Una terza fase ¢ quella piu recente, gli anni Ottanta e Novanta,
periodo in cui viene approfondita ulteriormente la teoria delle cor-
renti chiuse e positive, e viene applicata a problemi di geometria
differenziale e geometria algebrica; inoltre si studiano problemi di
estensione e di prodotto anche per classi piu ampie di correnti. Spic-
cano i lavori fondamentali di J.P. Demailly e altri (H. Skoda, H. El Mir,
N. Sibony).
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Una delle novita di questo periodo, che lo distingue dalla fase pre-
cedente, ¢ nel lavoro di R. Harvey e J.R. Lawson [HL 83], dove vengo-
no caratterizzate le varieta compatte kdhleriane in termini di correnti
positive (vedi capitolo 6): ma non si tratta piu di correnti chiuse, anzi
in generale queste correnti non sono né normali né piatte, ma solo
pluriarmoniche. Questa classe di correnti quindi diventa un nuovo
oggetto di studio e ad essa ¢ dedicata in particolare la seconda parte
di questo scritto (si veda anche la memoria [Sil 96]).

Altre strade nuove stanno sicuramente emergendo, ma ¢ forse
presto per discernere le piu significative.

2 Numeri di Lelong e regolarizzazione

Sial < p <n -1, sia U un aperto di C" e sia T una corrente di
bidimensione (p, p) in U, positiva (TP > 0). Siano

o= ﬁagloglzlz, B = %aﬁlzl2 =>dx;Adyj, sezj=x;+iy;,
J

le (1,1)-forme delle metriche, rispettivamente, di Fubini-Study su

C" -0 (ottenuta come pull-back da P"*~!) ed euclidea su C". Poniamo
inoltre B(a,r) :={ze C":|z—a| <7}.

La misura variazione totale |T| (o misura traccia) di T si definisce

come

B?

I T =T A —

p!

(ovvero [@d|T|=T(@ ABP/p!), e anche |T|=3_p_p T1,1(i/2)dz1 A
dzi A -+ - A (1/2)dzy A dZy).

Se la palla B(a,r) e contenuta in U, consideriamo il rapporto fra
la misura della palla secondo |T| e la sua misura euclidea:

__IT|(B(a,r))
n(T,a,r) = o

DEFINIZIONE 2.1 Il numero di Lelong di T ina € U é n(T,a) =
lim, .on(T,a,r), se tale limite esiste.

Usando la nozione di densita, se y € una misura positiva, si denota

, 1
0/ (u,a,r) = mu((B(a,r)).
J
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dove c; e il volume della palla unitaria di RJ . La j-densita di u nel
punto a si definisce come

0/ (u,a) = lil’% e/ (u,a,r),
"/'—»

se tale limite esiste (si puo vedere anche [Fe 69], 2.10.19). Quindi
il numero di Lelong di una corrente T?? > 0 ¢ la 2p-densita della
misura variazione totale |T|.

TEOREMA 2.1 Se TP'? > 0 é chiusa, allora n(T,a,r) é una funzio-
ne non decrescente di v e quindi il limite della definizione 2.1 esi-
ste ed é non negativo. Inoltre n(T,a) é una funzione superiormente
semicontinua in U, quindi localmente limitata.

DIMOSTRAZIONE. Il punto fondamentale ¢ dimostrare che se T ¢
liscia, B(O,R) cc U e 0 < ¥ < R, allora

1 J 1
—_— T A P_ij T A P:J TAXP,
(TTR2)? )B(0,R) B (rr2)? Jpor) B B(0,R)—B(0,r)

che ¢ positivo poiché T > 0. Per far questo, si usa la chiusura di T e
il teorema di Stokes (per esempio [Le 68], p. 72).

Per controllare che limsup,_,n(T,z) < n(T,a), scegliamo per
semplicita a = 0; dato che Vv > 0 vale B(z,r) € B(0, |z] + 1), si ha

||

n(T,z) <n(T,z,v) < (1 + T)ZPn(:r,o,r +1zD).

Per 72 = |z|, quando z tende a zero, la parte di destra converge a
n(T,O0). O

OSSERVAZIONE 2.1 i) Il numero di Lelong n(T,a) non dipende dalla
scelta delle coordinate, e quindi si puo definire per correnti positive
su varieta complesse. La dimostrazione é piuttosto tecnica e si puo
vedere in [Siu 74], capitolo 4, o in [Le 77].

ii) I numero di Lelong di una corrente chiusa e positiva in un
punto z puo essere studiato anche tramite un potenziale (plurisu-
barmonico): se T € una (k, k)-corrente chiusa e positiva su C", esiste
una funzione plurisubarmonica u tale che Vz € C", n(idou,z) =
n(T, z). Per quanto riguarda questo risultato, sue generalizzazioni e
il suo uso, si possono vedere [Le 77], [Sk 72] e [Be 83].
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ESEMPI.

i) Se T ¢ a coefficienti lisci (o continui), il suo numero di Lelong
e nullo in ogni punto. Quindi si possono definire i numeri di Lelong
anche per correnti T almost-positive (e chiuse), ovvero tali che esiste
una forma n con T + n > 0: infatti la parte liscia da contributo nullo.

ii) Se T ¢ una corrente definita da una sottovarieta complessa V,
il suo numero di Lelong n(T,a) ¢ la molteplicita di V in a (vedere
[GH 78] p. 391, o [Le 68], o [Siu 74], (3.7) per il caso liscio).

Sia ora TP una corrente positiva e chiusa, ¢ > 0, e E.(T) :=
{z € U :n(T,z) = c}. Denotiamo con >, la misura di Hausdorff
2p-dimensionale (a questo proposito si puo vedere [Fe 69] oppure
[Sh 68]).

PROPOSIZIONE 2.1 E.(T) é un chiuso di U, e per ogni compattoK C U,

Hop(Ec(T)) NK) < 0.

DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione deriva dal fatto che il nu-
mero di Lelong ¢ una funzione superiormente semicontinua. Per la
seconda, si puo vedere [Siu 74], Lemma 3.2. O

TEOREMA 2.2 ([Siu 74], Main Theorem). E.(T) é un sottoinsieme ana-
litico di U, di dimensione < p.

Non ¢ possibile esporre brevemente i passi fondamentali della di-
mostrazione: conviene vedere la dimostrazione originale di Y.T. Siu
(confronta anche [Siu 73]), che si avvale dei risultati di E. Bombieri
[Bo 70] e H. Skoda [Sk 72], o anche [Ho 90] e [Le 77], che presentano
dimostrazioni alternative.

Sia V una sottovarieta complessa di C"; definiamo il numero di
Lelong generico di T su V come

n(T,V) :=inf n(T,z).
zeV
Il termine “generico” ¢ motivato dalla seguente osservazione.

OSSERVAZIONE 2.2 Per q.0. z e V, n(T,z) = n(T,V).
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DIMOSTRAZIONE. Sia A = {z € V : n(T,z) > n(T,V)}; vale A =
UmeN (En(r,v)+1/m N A), percio per il teorema 2.2 A ¢ unione di sot-
tovarieta (proprie) di C", e quindi e di misura nulla. N

J.P. Demailly propone una generalizzazione dei numeri di Lelong,
cambiando le (1,1)-forme « e B rispetto a cui si studia il rapporto
n(T,a,r), cioé introducendo dei “pesi”; riportiamo la definizione di
numero di Lelong generalizzato.

DEFINIZIONE 2.2 Sia X una varieta di Stein (ipotesi tecnica, per trat-
tare il caso locale) e sia @ : X — [—o,+00) una funzione plurisubar-
monica continua. Siano B(r) = {x e X : p(x) <r} eS(r) = {x €
X @p(x) = r}; S(—) é quindi l'insieme dei poli di . Se fissiamo
una corrente TPP > 0 e chiusa, e supponiamo che AR € R tale che
B(R)nsupp T cc X, allora TA[(i/2)00@]? é una misura ben definita
(vedi osservazione 7.3). Per ogniv € [—o,R), poniamo

i.— 14
J T A (—88(}9)
B(r) 2

Iim n(T,p,r) = J
V== S(—00)

n(T,,r)

n(T, ) T A (%aﬁm)p ;

chiamiamo quest’ultimo il numero di Lelong generalizzato di peso @.

ESEMPIO. Se U é un aperto di C",a € U e @ (z) :=log|z — al, risulta
che B(v) é la palla euclidea di centro a e raggio e’ e, traslando le
forme x e fina, « = (i/1)00@ e 2B = i00e2®. Da cio si ricava che,
con questa scelta del peso, il numero di Lelong ordinario si ottiene
come limite, per r — 0, di n(T, @,logr) (il conto si puo vedere per
esempio in [De 93a] paragrafo 3).

Non ¢ possibile dar conto qui dei risultati sui numeri di Lelong
generalizzati: citiamo solo il fatto che il loro uso permette di sempli-
ficare le dimostrazioni di vari risultati sui numeri di Lelong classici, e
di estenderne ’ambito di validita; si possono vedere i lavori [De 82b],
[De 87] e [De 93a]. Un’altra generalizzazione dei numeri di Lelong ¢
presentata nel capitolo 10.
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Per parlare di regolarizzazione di correnti, ricordiamo innanzitut-
to che ogni corrente in carta locale puo essere scritta come forma a
coefficienti distribuzioni (vedi Appendice). Le distribuzioni possono
essere regolarizzate per convoluzione, e questo permette di regola-
rizzare per convoluzione le correnti (si puo vedere [GH 78], pp. 373-
376, 0 [Ji 91]). Se T e una corrente su R" o su C", indichiamo con
Te una corrente liscia che e stata ottenuta da T regolarizzando per
convoluzione.

OSSERVAZIONE 2.3 Sia U un aperto di C", e U, una successione di
aperti che invade U; sia T una corrente su U. Regolarizzando per
convoluzione, si puo ottenere una successione {7T:} di correnti lisce,
T definita su Ug, T: (@) — T (@) per ogni forma test . Se T ¢ positi-
va, eventualmente passando ad una sottosuccessione le T possono
essere scelte positive ([Siu 74], (2.5)).

Se V cc U, per ogni forma test @, [, Ts A @ € ben definito per
& < 1;inoltre se T e di ordine zero e |T|(bV) = 0, si ha che

limj Te A @ =J TA:=Txvep).
e~0Jv %

In generale, se {T,} € una successione di correnti di bidimensione
(p,p) lisce e positive su U, tali che per ogni compatto K di U e w
forma di una metrica hermitiana su U, sup,, [x Tn A w? < o, allora
esiste una sottosuccessione che converge a una corrente positiva su
U ([Siu 74], (2.11)).

Tuttavia nel globale (su una varieta compatta M), se consideria-
mo la classe di coomologia di una corrente chiusa e positiva T, e
cerchiamo dei rappresentanti lisci, possiamo ottenere una successio-
ne {T,} di correnti lisce, chiuse, reali, nella stessa classe di T e tali
che T, (p) — T(@) per ogni forma test @, ma in generale non le
possiamo scegliere positive (vedi esempio dopo la definizione 7.1). Il
difetto di positivita, nel caso di (1, 1)-correnti, e legato ai numeri di
Lelong (vedi teorema 7.1).

La regolarizzazione per convoluzione puo essere considerata an-
che su una varieta di Stein X, in quanto si puo utilizzare una immer-
sione i : X — C". Quindi se T € una corrente su X, consideriamo
(ixT)e, che sono correnti lisce su C"; non c’é un modo canonico per
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riportarle su X (ovviamente, mantenendo la bidimensione), ma se T
€ a supporto compatto si puo usare un intorno tubolare, ovvero una
mappa olomorfa p da un aperto contenente X (in C") a X tale che
poi=1id. Chiamiamo L¢(T) := px ((ixT)¢): si tratta di “buone” rego-
larizzazioni, nel senso che conservano la bidimensione, la positivita,
la chiusura e hanno supporto arbitrariamente vicino a quello di T .
Per I'utilizzo di questo tipo di regolarizzazioni, si puo vedere [JS 93].

3 Correnti e sottovarieta

Una classe fondamentale di correnti di bidimensione (p,p) su una
varieta complessa M e data dalle correnti di integrazione su sotto-
varieta (lisce) di dimensione p; queste correnti risultano chiuse e
positive. Si puo estendere questo risultato al caso non liscio.

PROPOSIZIONE 3.1 Sia V una sottovarieta di M di dimensione p, e sia
RegV l'insieme dei suoi punti lisci; allora V determina una corrente
[V] su M di bidimensione (p, p) chiusa e positiva, definita da

Q- @ Y@ € DPP(M).
RegV

La dimostrazione é stata data da Lelong in [Le 57] (si puo vedere
anche in [De 92b], teorema 3.5). Noi la vedremo come corollario del
teorema di estensione 4.5.

Le correnti di integrazione di bidimensione (n — 1,n — 1) sono
esprimibili tramite la formula di Lelong-Poincaré. Nella sua forma
piu semplice, essa € espressa nella seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 3.2 Sia f una funzione olomorfa non identicamente
nulla su un aperto U di C", e Z la ipersuperficie analitica luogo di
zeridi f , cioé Z = {z € U : f(z) = 0}. Allora vale la seguente
uguaglianza di correnti:

(7] =2

= Faaloglfl.

Per avere un’idea della dimostrazione, supponiamo f(z) = z,; allora

dzn

15 _ i3 2 _ L‘( ) _ _
naaloglfl—znaaloglznl 27”,8 z [{zn = 0}]

per la formula di Cauchy (vedi Appendice).
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In generale, se f € una funzione meromorfa su M, si possono
definire le due ipersuperfici Z e P, rispettivamente date dall’insieme
degli zeri e dall'insieme dei poli di f. Siano {Z;} e {Py} le loro com-
ponenti irriducibili e siano n; ed my rispettivamente le molteplicita
di f su Z; e su Py. Il divisore della funzione meromorfa f ¢ definito
come la corrente

D =>n;[Z;1- > my[Pgl. (3.1)

PROPOSIZIONE 3.3 (Formula di Lelong-Poincaré)
18510 |fl =D
™ gl =5

Per la dimostrazione, si puo vedere [Ha 77] p. 318.
Le correnti come in (3.1) rappresentano la naturale generalizza-
zione delle correnti di integrazione:

DEFINIZIONE 3.1 Una p-catena olomorfa (o p-ciclo analitico) su una
varieta M é una corrente T di bidim. (p, p) del tipoT = > . n;[V;], do-
ve le V; sono sottovarieta di dimensione p, nj € Z e la somma e local-
mente finita (le V; possono essere viste come le componenti irriducibili
del sottoinsieme analitico V = U;V; quindi supp T = V).

OSSERVAZIONE 3.1 i) Le p-catene olomorfe sono correnti chiuse e di
ordine zero, che sono positive se e solo se n; > 0 Vj. I loro numeri
di Lelong sono interi.

ii) Localmente, ogni p-catena olomorfa puo essere scritta come in
(3.1). Useremo il termine p-catene olomorfe in generale, e il temine
p-cicli per le p-catene olomorfe positive e compatte (nel senso che la
somma ¢ finita e le V; sono compatte).

Un importante problema e quello di caratterizzare le p-catene
olomorfe fra le correnti (chiuse e positive). Esso e stato affrontato
principalmente usando la teoria della misura e le correnti “geometri-
che” di Federer (vedi [Kin 71]).

Data una metrica riemanniana (su M varieta differenziabile o su
U aperto di R™), se v € un vettore dell’algebra esterna A% (M), deno-
tiamo con |v]|x la sua lunghezza rispetto alla metrica data.
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Ricordiamo che una corrente T ¢ detta di ordine zero se puo es-
sere estesa a un funzionale lineare continuo sullo spazio delle forme
a coefficienti continui (e a supporto compatto). Denotiamo questo
spazio di correnti con M, (M) . Le correnti di ordine zero sono dette
anche rappresentabili per integrazione poiché se T € M, (U), esisto-
no una misura di Radon positiva || T|| e una funzione f“: U — AT (RM),
||T||-misurabile tale che | f" lx = 1per ||T||-qo.x € Ue

T(p) = jcp(f"mnm Vg € D' (U)

(vedi [Fe 69], 4.1.5 e 4.1.7).

Per una forma «, denotiamo con ||x||* la funzione su M definita
da

[lex||*(x) = sup {|x(v)]|, v r-vettore decomponibile in x, |v|y < 1}.
Fissato K ¢ M, la comassa di x suK ¢

llex]|g = sup {llaxl]*(x)}.
xeK

Se T € una corrente su M, definiamo la massa di T come
M(T) :=sup {|T ()|, x € D*(M), || x| |5y < 1}

diremo che T ha massa finita se M(T) < o. Se M(T) < o, allora
T € My (U), mentre se T € M, (U), risulta M(T) = ||T||(U) (vedi
[Fe 69], 4.1.7).

Il legame con la misura variazione totale definita nella sezione
2 per le correnti positive e il seguente (vedi [Ha 77], Lemma 1.26):
Se TPP > 0, esiste una costante cp, 0 < ¢p < 1, tale che, per ogni
compatto K,

cplITIN(K) < |T[(K) < [|T|[(K).

DEFINIZIONE 3.2 La corrente T € D, (M) é detta localmente normale
se sia T che dT sono di ordine zero. Lo spazio delle correnti localmente
normali di dimensione v su M si denota con N}OC (M), mentre usia-
mo il termine normali e il simbolo N, (M) per le correnti localmente
normali e a supporto compatto, cioé Ny, (M) = NO(M) N E,.(M).
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Lo spazio delle correnti localmente piatte ¢ definito in genere co-
me il completamento di N;°°(M) rispetto alla norma piatta Fx . Noi
preferiamo dare la definizione seguente (per ’equivalenza fra le due
definizioni, vedi [Fe 69], 4.1.18).

DEFINIZIONE 3.3 Una corrente T € E, (M) é detta piatta se é della
forma T = R + dS, dove R ed S sono forme a coefficienti in Lj.
Indicheremo con F, (M) lo spazio delle correnti piatte. La corrente
T € D, (M) é detta localmente piatta se Vo € Cy (M), T é piatta,
ovverose Vx € M, 1Sy € F, (M) tale che x ¢ supp(T — Sx).

Una delle possibili definizioni di corrente rettificabile ¢ la seguen-
te:

DEFINIZIONE 3.4 Sia K un compatto di M. Diremo che T é una cor-
rente di dimensione v rettificabile in K se T € E, (M) e Ve > 0, esi-
stono un aperto U C R, una funzione f : U — M lipschitziana e una
v-catena poliedrale intera finita P in U (cioé una somma finita di v -
simplessi lineari orientati) tali che f(suppP) C K e M(T — f«P) < ¢
(per P e f+P sipuo vedere [Fe 69] pp. 370-371 e anche [Bo 85] p. 290).

Definiamo lo spazio R, (M) delle correnti rettificabili su M come for-
mato da quelle correnti che sono rettificabili in qualche compatto
K di M, e lo spazio ’.RITOC (M) delle correnti localmente rettificabili
su M come formato da quelle correnti che, vicino ad ogni punto,
coincidono con una corrente rettificabile:

R°“(M) = {TeD,(M):VxeM,
35y € R (M) tale che x & supp(T — Sx)}.

OSSERVAZIONE 3.2 (Per la dimostrazione, si puo vedere [Ha 77] op-
pure [FF 60], oltre naturalmente a [Fe 69]).

i) I bordo di una corrente localmente piatta ¢ localmente piat-
to, mentre cio non succede in generale per le correnti localmente
rettificabili.

ii) Correnti localmente rettificabili sono di ordine zero e localmen-
te piatte.

iii) Correnti localmente normali sono localmente piatte; correnti
chiuse e di ordine zero sono localmente piatte.
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iv) Se « € una forma a coefficienti funzioni localmente limitate,
eT e f}OC(M ), allora T A « é localmente piatta; in particolare se
T € FM), allora xyT € Fio¢(M).

v) Le p-catene olomorfe sono correnti localmente rettificabili.

ESEMPI. Se u e una funzione plurisubarmonica, come corrente e
una O-corrente localmente normale, poiché lei e le sue derivate sono
in Lj,.. Questo non vale in generale per le correnti: una corrente
plurisubarmonica e di ordine zero che non é localmente normale e
descritta nell’esempio dopo il teorema 9.1.

Possiamo ora dare alcuni risultati di caratterizzazione: di essi
non daremo alcuna dimostrazione, ma solo le indicazioni bibliografi-
che; in particolare si puo consultare [Sk 84]. I primi risultati vogliono
rispondere alla seguente domanda:

Quando una corrente positiva e chiusa é una p-catena olomorfa?

TEOREMA 3.1 Sia T una corrente di bidimensione (p, p) , chiusa e po-
sitiva su una varieta M. Se n(T,z) é un intero positivo per H>p-q.o.
zesuppT, allora T é una p-catena olomorfa.

TEOREMA 3.2 Sia T una corrente di bidimensione (p, p), chiusa e po-
sitiva su una varieta M. Se T € ’R%{%(M), allora T é una p-catena
olomorfa.

La dimostrazione di questi due risultati ¢ data da J.R. King (teore-
mi 5.3.1 e 5.2.1 in [Kin 71]) e usa la teoria delle correnti geometriche.
Il primo teorema é stato generalizzato come segue:

TEOREMA 3.3 Sia T una corrente di bidimensione (p, p), chiusa e po-
sitiva su una varieta M. Se per ogni compatto K, esiste una costante
c > 0 tale che n(T,z) = c per Hrp-q.0. z € (suppT) N K, allora
T e una p-catena olomorfa a coefficienti numeri reali positivi, cioé
T=>cj[Vj],conc; €R,cj>0.

Questa volta la dimostrazione non fa uso delle correnti geome-
triche, ma si basa su proprieta dei numeri di Lelong e teoremi di
supporto, e si trova in [HaKi 72].
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In una seconda fase, silascia cadere I'ipotesi di positivita, e si ana-
lizzano correnti localmente rettificabili su un aperto U di C". La con-
gettura generale € che una corrente localmente rettificabile e chiusa
sia una p-catena olomorfa.

ESEMPIO. Sia {a;} un insieme numerabile denso in R", e sia T =
>.[S;], dove
Si={xeR":|x—ajl=27}.

Allora suppT = R", ma T € una corrente localmente rettificabile e
chiusa, di dimensione 1.

Dall’esempio precedente vediamo che ci sono correnti localmente
rettificabili con supporto “grande”, quindi si aggiunge nella conget-
tura un’ipotesi sul supporto. Il primo teorema di questo genere ¢ il
seguente ([HS 74]):

TEOREMA 3.4 Sia T € er‘,{%(U ) una corrente chiusa su U. Se p =
n — 1, supponiamo che supp T # U; se p < n — 1, supponiamo che
Horps2(supp T) = 0. Allora T é una p-catena olomorfa.

Questo risultato generalizza il teorema 3.2, in quanto si dimostra
che se T ¢ anche positiva, il supporto di T ha misura H>, localmen-
te finita (Lemma 1.14 di [HS 74]). La dimostrazione consiste di due
parti: prima si analizza il caso p = n — 1 e poi si utilizzano tecniche
di proiezione e slices (vedere [HS 74], teoremi 2.6 e 2.7, o [Ha 77]).

B. Shiffman in [Sh 86] migliora i risultati precedenti, usando tec-
niche di estensioni di funzioni meromorfe e slices di correnti, con il
teorema seguente (che permette di prendere come ipotesi, per il caso
p<n-—1, Hop3(suppT) = 0 (vedi teorema 3.4)).

TEOREMA 3.5 Sia T € ’.R%fclln_l(U) una corrente chiusa su U: allora

T e una (n — 1)-catena olomorfa.

L'idea della dimostrazione é la seguente: essendo T localmente
rettificabile (e quindi localmente piatta), localmente esiste u in L},
tale che T = i00u; si tratta ora di costruire una funzione meromorfa
f che risolva I’equazione (1/1)log|f| = u, e poi di usare la formula
di Lelong-Poincaré.
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Un altro versante dello studio riguardante le catene olomorfe e
quello degli spazi dei cicli.

Sia M una varieta complessa: chiamiamo C, (M) I'insieme dei p-
cicli su M (vedi osservazione 3.1: si tratta di combinazioni lineari
finite di sottovarieta compatte p-dimensionali di M con coefficienti
interi positivi). Se M € un aperto di una varieta proiettiva, € possibile
dare a C;; (M) una buona struttura di spazio analitico (il normaliz-
zato della varieta di Chow, vedi [AN 67] e anche [NS 77]). Piu in ge-
nerale, D. Barlet costruisce lo spazio analitico dei p-cicli, C;; (X), per
ogni spazio analitico complesso X, e ne studia le proprieta ([Bar 75] e
[Bar 78], e anche [Cas 77]). In particolare, A. Fujiki ([Fu 78] e [Fu 82])
e F. Campana ([Cam 80]) dimostrano che se X ¢ uno spazio analitico
compatto nella classe C (ovvero immagine meromorfa di una varieta
kdhleriana), ogni C (X) ha componenti irriducibili compatte e nella
classe C. Un uso interessante delle proprieta degli spazi dei cicli e di
J. Varouchas, di cui riportiamo il risultato piu importante:

TEOREMA 3.6 ([Va 84, Va 85]) Se M é una varieta kdhleriana, C,; (M)
é uno spazio analitico kdhleriano.

Questo permette di dimostrare per esempio che, se M é una va-
rieta kahleriana, f : M — X € una mappa olomorfa, propria e suriet-
tiva a fibre equidimensionali in una varieta X, allora X é kahleriana.
Infatti la mappa che associa ad ogni punto x di X la sua fibra f~1(x)
(di dimensione m) immerge X in C,,, (M), e quindi gli fa ereditare la
metrica kahleriana.

4 Teoremi di supporto, di cut-off e di estensione

Intuitivamente, vorremmo dimostrare che le correnti chiuse e positi-
ve hanno bisogno di “abbastanza spazio”, in quanto assomigliano a
sottovarietd; ovvero

“Sia T una corrente di bidimensione (p, p), chiusa e positiva su
una varieta M.

(@) Se Hp(suppT) =0, allora T = 0.
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(b) Se supp T C Y, dove Y ¢ un sottoinsieme analitico di dimensio-
ne p , con {Y;} le sue componenti irriducibili di dimensione p,
allora T = > n;[Y;]".

Federer prova che in realta questo risultato ¢ tipico delle correnti
localmente piatte ([Fe 69], 4.1.15 e 4.1.20):

TEOREMA 4.1 Sia T € ‘FI°¢(U) una corrente su U aperto di R™.
(a) Se T é supportata in un chiuso A con H,(A) = 0, allora T = 0.

(b) Se T e supportata su una sottovarieta liscia orientata A di di-
mensione v, allora T é della forma f[A], con f € LllOC (A).

COROLLARIO 4.1 SiaT € f};f;(U), U aperto di C", una corrente chiu-
sa supportata su un sottoinsieme analitico Y di dimensione p. Allora
T = > cjlYj], dove c; € R e {Y;} sono le componenti irriducibili di
dimensione p di Y.

DIMOSTRAZIONE. Si puo scrivere Y come Y = A U B, dove A =
(SingY) U (URAyg), Ak le componenti irriducibili di Y di dimensione
minore di p (e quindi dimA < p), e B = (U;Y;) NnRegY. Vale T =
xXaT + xgT, ma il primo addendo é nullo per il teorema 4.1(a), poiché
xaT € ancora localmente piatta. Per il teorema 4.1b), dato che B e
una sottovarieta liscia di U — SingY, si ha che esiste una funzione
localmente integrabile f con T = xgT = f[B]; ma dT = 0, quindi f
¢ costante sulle componenti connesse, ovvero esistono c¢; € R con
f=cjsuYj Percio T = > c;[Y;]. O

Nell’ambiente delle correnti chiuse e positive, Y. T. Siu dimostra il
seguente risultato di cut-off, usando i numeri di Lelong al posto della
teoria delle correnti geometriche.

TEOREMA 4.2 Sia T una corrvente di bidimensione (p,p), chiusa e
positiva su un aperto U di C";

(a) se A é un sottoinsieme di U tale che H>,(A) = 0, alloraxaT = 0.

(b) se'Y e un sottoinsieme analitico di dimensione p, con {Y;} le sue
componenti irriducibili di dimensione p, e cj := n(T,Y;), allora
xyT = > cjlY;].



CORRENTI POSITIVE 75

La dimostrazione di (a), che puo essere fatta derivare dal teore-
ma 4.1 ricordando che una corrente chiusa e positiva € localmente
piatta, si puo vedere in [Siu 74], Lemma 3.3, dove si usa solamen-
te la definizione di misura di Hausdorff e il fatto che n(T,a) € una
funzione superiormente semicontinua di a e n(T,a,v) € non decre-
scente in . Questo permette di concludere che, se H>,(A) = 0,
allora |T|(A) = 0. Nelle correnti positive, se i coefficienti diagonali
T11, che sono quelli coinvolti nell’espressione di |T|, sono nulli, lo
sono anche tutti gli altri; ne risulta T = 0. La dimostrazione di (b) si
trova in [Siu 74], Proposizione 12.3 e Lemma 9.6.

Il teorema seguente permette di ottenere una “decomposizione in
sottovarieta” per una corrente chiusa e positiva; la dimostrazione si
puo vedere in [De 93a], (6.19).

TEOREMA 4.3 Sia TP'P una corrente chiusa e positiva; allora T =
2.i Aj[A;]+R, con A; sottovarieta di dimensione p, 0 < Aj = n(T, Aj),
R corrente positiva e chiusa con dimE.(R) < p Vc.

Quindi il legame fra sottovarieta e correnti chiuse e positive e
duplice: ogni sottovarieta di dimensione pura determina una corren-
te chiusa e positiva, e ogni tale corrente ¢ “decomponibile in sotto-
varieta”, come dal teorema precedente. Sul tema dei sottoinsiemi
analitici visti nell’ottica delle correnti si veda [Ch 89].

I risultati di estensione di correnti si situano nell’ambito di piu ge-
nerali problemi di estensione di oggetti analitici, che possono essere
cosi schematizzati:

Sia U un aperto di C", A un chiuso di U. Data una classe di “oggetti
analitici o lisci” su U — A, dare condizioni sulla classe e su A che assicu-
rino che gli oggetti possano essere estesi attraverso A (naturalmente,
C™ puo essere rimpiazzato da una varieta liscia M).

Le condizioni che solitamente si considerano su A sono di due
tipi:

- 0 si considera la misura di Hausdorff di A

- 0 si suppone che A sia (contenuto in) un sottoinsieme analitico
(o piu generalmente pluripolare) e si pongono delle ipotesi sulla
sua dimensione.
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Ci sono poi risultati, che noi non tratteremo, dove si prende in consi-
derazione, nell’ambiente delle varieta CR, quanta struttura comples-
sa ha A (vedi [E 84] e [Sib 85]).

Per quanto riguarda la classe di oggetti, noi ci limiteremo a par-
lare di correnti, escludendo quindi per esempio risultati classici su
estensione di funzioni olomorfe, plurisubarmoniche, meromorfe; per
una visione piu ampia si puo vedere [HP 75].

Di estensione di correnti si occupa innanzitutto P. Lelong [Le 68]:

DEFINIZIONE 4.1 Sia A un chiuso di M (o di un aperto U di C"), e sia
T una corrente su M — A. Una corrente T su M si dice estensione di T
(attraverso A) se Vo € D*(M — A), T(p) = T(p).

La possibilita di estendere correnti di ordine zero ¢ legata alla
loro massa “attraverso A”.

PROPOSIZIONE 4.1 ([Le 68], proposizione 1.3)
Una corrente T € M, (M — A) ammette un’estensione T € M, (M) se
esolose VU cc M, |IT|(U) =M(T)(U) < .

L'estensione di ordine zero “piu naturale” e 1’estensione banale,
che ora descriviamo. Consideriamo su U — A la corrente di ordine
zero data da

T = z T]JdZ]/\dE].
[I=k,|JI=k
Se vale che per ogni compatto K di U, le misure T7; soddisfano
T (K n (U - A)) < o, allora si puo definire un’estensione T7; di
ogni coefficiente T7; a tutto U, ponendo TI", J(K) = T1j(K — A).
L’estensione T° della corrente T che si ottiene ponendo

T°= > Tpdzindz;
HI=k,|J1=k

si chiama estensione banale (o nulla) di T attraverso A; essa infatti
non aumenta la massa ([Le 68], proposizione 1.4).

La corrente T° puo essere vista anche come limite di correnti
troncate, in questo modo: siano x, € Cy’ (M —A), 0 < x» < 1, funzio-
ni che invadono M — A, tendendo alla funzione caratteristica xXa-a
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(ovvero tali che per ogni compatto K di M — A, xn, = 1 su K, per n
grande). Risulta

T*(p) = lim T(xn®) V@ € DPP(M),

ovvero T° = limy o XnT, da cui xoaT° = 0.
Se T ¢ localmente normale, anche le x, T 1o sono.

Per quanto riguarda l’estensione di correnti chiuse e positive, il
risultato principale é il seguente (vedi [Ha 74]):

TEOREMA 4.4 Sia M una varietd e A un chiuso di M ; sia T una corren-
te di bidimensione (p, p), chiusa e positiva su M—A. Se H2,_1(A) = 0,
allora esiste un’unica estensione chiusa e positiva di T attraverso A,
edeT".

DIMOSTRAZIONE.

Unicita. Se T1 e T»> sono due estensioni di T, chiuse e positive,
Ty — T» risulta una corrente localmente piatta, di bidimensione (p, p),
supportata su A. Dal teorema del supporto di Federer (teorema 4.1),
T — T, =0.

Esistenza. Si tratta innanzitutto di provare che Va € A, esiste
un suo intorno U tale che ||T||[(U — A) < o. Questo si ottiene pro-
iettando opportunamente T su piani complessi di dimensione p, di
modo da ottenere delle funzioni in L}, che si estendono attraverso
le proiezioni di A (si puo vedere [Ha 74], teorema 6). Questo permet-
te di considerare ’estensione banale T°, che é ovviamente positiva.
Considerando T° = limy . XnT, se ne deduce che T° é localmente
piatta. Percio anche dT° ¢ localmente piatta, ma essendo supportata
su A, e nulla (teorema 4.1). O

Questo teorema era stato preceduto da un caso speciale impor-
tante, quello riguardante le correnti di integrazione ([Sh 68]):

TEOREMA 4.5 Sia M una varieta, A un chiuso di M e W una sottova-
rieta di dimensione p di M — A; se Hop_1(A) = 0, allora W é una
sottovarieta di dimensione p di M.
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E possibile ora dare una dimostrazione della proposizione 3.1. Sia
V = Reg VUSingV, dove dim SingV < p—1, e quindi H»,-1 (SingV) =
0. [Reg V] € una corrente chiusa e positiva su M —SingV, poiché RegV
€ una sottovarieta liscia di M — SingV’; dal teorema 4.4, 'estensione
banale [RegV]° é chiusa e positiva. Essa € proprio la corrente che
nella proposizione 3.1 ¢ indicata con [V ]: infatti

[Reg V]° () = JRechp V@ € DPP(M).

Per quanto riguarda I’estensione attraverso sottoinsiemi analitici, il
risultato-base € in [Siu 74].

TEOREMA 4.6 Sia M una varieta e Y un sottoinsieme analitico di M;
sia T una corrente di bidimensione (p, p), chiusa e positivasu M — Y.
SedimY < p — 1, oppure dimY < p e T si estende come corrente
chiusa e positiva attraverso Y in un intorno di un punto, allora esiste
un’unica estensione chiusa e positiva di T attraversoY,ed e T°.

Anche questo risultato era stato preceduto dal caso delle correnti
di integrazione ([Bi 64]):

TEOREMA 4.7 Sia M una varieta, Y una sottovarieta di M e W una
sottovarieta di dimensione pura p di M — Y, tale che per ogni com-
patto K di M, vol(K N W) < . Allora W é una sottovarieta di M di
dimensione pura p.

Il teorema precedente puo anche essere considerato come quello
che ha dato I'avvio a teoremi di estensione attraverso sottovarieta
con stime di massa: in questa ottica, i tre risultati principali sono
(vedi poi la sezione 8):

TEOREMA 4.8 ([HP 75], teorema 2.2). Sia M una varieta e V una sot-
tovarieta di M di dimensione p; sia T una corrente di bidimensione
(p,p), chiusa e positiva su M — V. Se T ha massa localmente finita
attraverso V (il che equivale a dire che esiste 'estensione positiva T®),
allora T° é chiusa.

TEOREMA 4.9 ([Sk 82]). Sia M una varietd e Y un sottoinsieme analiti-
co di M; sia T una corrente chiusa e positiva su M —Y. Se T ha massa
localmente finita attraverso Y , allora T° é chiusa.
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TEOREMA 4.10 ([E 84]). Sia U un aperto di C"™ e A un chiuso pluripo-
lare completo di U; sia T una corrente chiusa e positiva su M — A. Se
T ha massa localmente finita attraverso A, allora T° é chiusa.

Ricordiamo che un chiuso A e detto pluripolare completo in U
se esiste un ricoprimento aperto {U;} di U e delle funzioni plurisu-
barmoniche h; su U; taliche AnU; = {z € U; : hi(z) = —x}. In
particolare i sottoinsiemi analitici sono pluripolari completi, poiché
se f € una funzione olomorfa su U, log|f| ¢ una funzione plurisu-
barmonica su U, che vale — sul luogo di zeri di f. Si puo estendere
ulteriormente la classe dei chiusi A parlando di insiemi g-polari com-
pleti (vedi [Sib 85]), che comprendono come caso q = 0 i pluripolari
completi, e anche i chiusi A con Hp4(A) < oco.

I tre teoremi sopra citati sono stati dimostrati usando tecniche
abbastanza diverse tra loro, e tutte di importanza che va al di 1a del
singolo risultato; si vedano quindi i lavori originali. Essi danno come
corollari dei risultati di cut-off: se infatti T é chiusa e positiva su U,
allora xy_aT e l'estensione banale di T|y_4 attraverso A, quindi e
chiusa. Percio xaT = T — xy-aT € una corrente chiusa e positiva
suU.

5 Correnti e mappe olomorfe

Siano M ed N varieta complesse di dimensione, rispettivamente, m
ed n, sia f : M — N una mappa olomorfae T € E;,,q(M) una corrente
a supporto compatto; la corrente immagine diretta di T & fxT €
Ej, ,(N) definita come

(f« (@) =T(f*@) Ve eEPIN)

Se f € una mappa propria, e T € Dy, ,(M), 'immagine diretta fxT €
Dy, 4(N) si puo definire come sopra, poiché supp f*@ € compatto
V@ € DP4(N).

In generale, le classi di correnti geometriche sono conservate dal-
I'immagine diretta (vedi [Kin 71]); invece se T € una corrente liscia,
[+ T non é necessariamente una corrente liscia, ovvero f (EP1(M)) ¢
EP4(N). Quando questo vale, tuttavia, possiamo definire in modo
naturale il pull-back di correnti. Vediamo il caso piu importante:
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PROPOSIZIONE 5.1 Siano M ed N varieta complesse, con m = dimM e
n=dimN ek :=m —n, esia f: M — N una submersione olomorfa,
cioé una mappa olomorfa e suriettiva di rango n in ogni punto x € M.
Sep =k, e x € DPP (M), allora fx € DP~%P=K(N). In questo caso,
la mappa f+« é detta anche integrazione lungo la fibra.

DIMOSTRAZIONE. Se k = 0, il risultato € ovvio poiché f é localmente
invertibile. Altrimenti, il punto chiave é che, dovendo provare un
risultato locale, se p > k, possiamo supporre che N sia un aperto
di C" con coordinate (z1,...,zn), che M = N x U, U aperto di Ck
con coordinate (zy+1,...,2Zm) := (zr) eche f : NxU — N siala
proiezione sul primo fattore. Se & = > 1= 7|=p &1,7dZ] A dZ, basta
controllare che fy«x = Z|A\:|B|:p_k yapdza A dZp, con

YAB(Z1,...,2Zn) = J XaAp,B (Z1,...,zm)dV,
(Z1y0e2Zn) XU

.....

dove AV é la forma di volume su U, cioeé dV = (i/2)dzy+1 ANdZn+1 A
oA (1/2)dzm A dZpg,.

Se p =k, sia F,, = f~1(») la fibra di y, che ¢ una sottovarieta
liscia di M di dimensione k, e « € D?-? (M); allora fxx € D%O(N) ¢é
la funzione liscia

(fe) () = L o

y
(piu in generale, vedi la Proposizione 5.2). M

COROLLARIO 5.1 e DEFINIZIONE. Sia f : M — N una submersione
olomorfa con fibra di dimensione k; se p > k e T € D, 4, ((N),
possiamo definire f*T € Dy, ,(M) come

(f*T)(x) = T(fxx) VYoeDPP(M).

Se T e positiva e chiusa, anche f*T risulta positiva e chiusa (vedi
anche [Siu 74], capitolo 2).

E’ interessante vedere quanto una mappa olomorfa si discosta
da una submersione (nell’osservazione che segue, che cita risulta-
ti classici di R. Remmert, in generale M ed N sono spazi analitici
complessi).
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OSSERVAZIONE 5.1 Sia f : M — N una mappa olomorfa, propria e
suriettiva. Allora esiste un sottoinsieme analitico proprio R di N
fuori del quale f € una submersione olomorfa (cioé fly_r-1(g) :
M — f~Y(R) - N — R ¢ una submersione olomorfa), ed esiste un
sottoinsieme analitico Y di N di codimensione almeno due fuori del
quale f é a fibre equidimensionali.

Per quanto riguarda il secondo caso, si ha il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 5.2 (ISt 67], teorema 3.8). Sia f : M — N una mappa
olomorfa a fibre di dimensione k = m — n > 0, e sia x una forma
di bigrado (k, k), a coefficienti continui e a supporto compatto su M.
Allora h(y) := [f-1(,) vy (dove vy é la molteplicita della fibra) é una
funzione continua su N. In generale, h non é liscia, anche se « lo é.

Le correnti di integrazione lungo la fibra sono i casi piu semplici
di slices di correnti: per questo importante argomento si puo vedere
[Kin 71] o [R 96] o [Siu 74], capitolo 10, oltre naturalmente a [Fe 69].

Per il caso particolare, ma anche particolarmente importante, di
una qualsiasi mappa olomorfa e di (1,1)-correnti chiuse e positive T su
N, si puo procedere in questo modo: possiamo scegliere un ricopri-
mento aperto {U;} della varieta N tale che Ty, = i00h;, h; funzione
plurisubarmonica su Uj.

Ponendo S_«(hi) = {z € U; : hi(z) = —}, e facile vedere che
S_w(T) := U;S_w(h;) non dipende in realta né dalla scelta del rico-
primento né dalla scelta dei potenziali locali h;, poiché se T|y, =
i00k;, h; — k; & una funzione pluriarmonica e quindi liscia. Si ha
dunque il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 5.3 Sia f : M — N una mappa olomorfae T una (1,1)-
corrente chiusa e positiva su N tale che f(M) ¢ S_(T); allora si puo
definire una (1, 1)-corrente chiusa e positiva f*T su M che gode delle
seguenti proprieta:

@ fx(f*T) =T

(i) se & é una (1,1)-forma chiusa tale che T = « + i00u, allora
f*T = f*x+1i00(uo f).
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DIMOSTRAZIONE. Scelto un ricoprimento aperto {U;} della varieta
N tale che T|y, = iddh;, 'ipotesi assicura che (h; o f) non ¢ identi-
camente —oo e quindi ¢ una funzione plurisubarmonica su f~1(U;).
Se definisco f*T|¢-1(y,) := 100(hi o f), su f~1(U;) n f~1(U;) si ha
i00(h;o f) = i00(h;j o f), quindi ho una (1, 1)-corrente globale, chiu-
sa e positiva. E’ semplice controllare che f*T verifica le proprieta
richieste. M
OSSERVAZIONE 5.2 Sia f : M — N una submersione olomorfa e sia
T € D, 1, 1(N) una corrente chiusa e positiva; ¢ facile provare,
scegliendo opportune carte locali, che f*T € Dy, ;,, 1(M) come
definita nel corollario 5.1 coincide con il pull-back costruito nella
proposizione precedente.

ESEMPIO. Sia f : M — N una mappa olomorfa e propria, e sia V una
sottovarieta di M di dimensione p; per un teorema di R. Remmert,
f (V) éuna sottovarieta di N. Dal punto di vista delle correnti, f[V]
e una corrente di N di bidimensione (p, p).

Ora, se la fibra generica (cio¢ f~1(y) per y € N — R, vedi os-
srvazione 5.1) di f|y ha dimensione positiva, risulta dim f (V) < p
e quindi fx[V] = O: infatti V& € DP'P(N), &|reg vy = 0 € quindi
f*|regv = 0 per cui fx[V](x) = [V](f*x) = 0.

Se invece la fibra generica di f|y ha dimensione zero, significa
che f|y ¢ una mappa finita, ovvero che € un rivestimento ramificato,
per cui fuori di R € un rivestimento di grado finito . In questo caso,
f«[V] =7r[f(V)], poiché Vo € DPP(N),

LV = VI = | s | e ) e,

Il secondo caso trattato nell’esempio, quello in cui la fibra gene-
rica ¢ di dimensione zero, si collega a quello delle modificazioni fra
varieta complesse. Ne ricordiamo la definizione.

DEFINIZIONE 5.1 Siano M ed N varieta complesse di dimensione n;
una mappa f : M — N olomorfa, propria e suriettiva é una mo-
dificazione se esiste un sottoinsieme analitico Y di N (di codimen-
sione almeno due) tale che f|y_f-1(yy: M - f~1(Y) = N-Y éun
biolomorfismo.
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E := f~1(Y) risulta essere un divisore (sottoinsieme analitico di co-
dimensione pura 1), detto il divisore eccezionale della modificazione,
mentre Y é detto il centro della modificazione.

Unblow-up (o scoppiamento) di centro liscio (vedi per es. [GH 78],
pp. 602-605) é un caso particolare di modificazione.

Nel caso di modificazioni, si hanno i seguenti risultati:
PROPOSIZIONE 5.4 Sia f : M — M una modificazione di centro Y.
(a) Se x € DP'P (M), allora f«(f*o) = «x.

(b) Sia V una ipersuperficie irriducibile di M e V la sua trasfor-
mata stretta, ovvero V. = f~1(V =V nY). Risulta la seguente
uguaglianza di (1,1)-correnti:

f*IVI = V1 + X ¢jlEj],

concj € R e {E;} le componenti irriducibili del divisore eccezio-
nale E.

(c) Data una (1, 1)-corrente T chiusa e positiva su M, la corrente
f*T che soddisfa (i) e (ii) della proposizione 5.3 é unica.

DIMOSTRAZIONE. Nel primo caso, fx(f*«) € una corrente a coef-
ficienti funzioni L}, . che coincide con una forma liscia fuori di Y, e
quindi ovunque. Nel secondo caso, f*[V] e [V] sono chiuse e posi-
tive, quindi la loro differenza € una corrente chiusa e di ordine zero,
supportata su E; basta ora usare un teorema di supporto, per esem-
pio il corollario 4.1. Nel caso delle correnti, dato che due candidate
dovrebbero coincidere fuori di E, basta esaminare la loro parte su
E. Per la condizione (ii), la loro differenza ¢ i0ou, e anche del tipo
> cj[Ej], il che implica che sia nulla. O

Se la modificazione € uno scoppiamento di centro liscio, si ha un
interessante legame fra i numeri di Lelong generici della corrente sul
centro e quelli del suo pull-back (univocamente definito da (c) della
proposizione precedente) sul divisore eccezionale. La dimostrazione
di questo risultato usa i legami fra i numeri di Lelong di una corrente
e quelli delle sue slices lungo opportune sottovarieta lisce.
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PROPOSIZIONE 5.5 ([AB 99], teorema 3.4). Sia f : M — M uno scop-
piamento di centro liscio Y e di divisore eccezionale E. Se T é una
(1, 1)-corrente chiusa e positiva su M, alloran(T,Y) = n(f*T,E).

Proseguiremo I’analisi del legame fra correnti e modificazioni nel
capitolo 10.

6 Correnti e metriche

In questo capitolo cercheremo di spiegare come si possono utiliz-
zare correnti positive per studiare metriche hermitiane su varieta
complesse compatte, passando attraverso le forme fondamentali (o
forme di Kahler) delle metriche hermitiane e la dualita fra forme e
correnti. Cronologicamente, in questo tipo di uso delle correnti posi-
tive emerge per la prima volta I'importanza delle correnti non chiuse
ma 90-chiuse (e quindi della coomologia di Aeppli). Partiremo piu in
generale da varieta quasi complesse e da forme simplettiche.

DEFINIZIONE 6.1 Sia M una varieta differenziabile reale di dimensio-
ne 2n. Una struttura simplettica su M é una 2-forma w chiusa e
non degenere (cioe w™ # 0). La presenza di una struttura simplettica
implica che M sia orientabile.

Una struttura quasi complessa J su M e un automorfismo di TM
tale che J?> = —id. La presenza di una struttura quasi complessa
implica che M sia orientabile, e da una struttura di spazio vettoriale
complesso a ogni spazio tangente Ty M.

DEFINIZIONE 6.2 Sia (M, J) una varieta quasi complessa con una 2-
forma w non degenere. Diremo che J é dominata (tamed) da w se
w(v,Jv) >0Vv # 0, v € TM. Geometricamente, questo significa
che Vx € M, w sirestringe a una forma definita positiva su ogni retta
complessa Span(v, Jv) di TxM.

Diremo che w e J sono compatibili (o che J é calibrata da w ) se J
é dominata da w e vale

w(Jv,Jw) = w(v,w) v,weTM.
In questo caso, la forma bilineare g;j definita da

g v,w) =wl,Jw) v,weTM
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é simmetrica, definita positiva e J-invariante, cioé é una metrica rie-
manniana J-invariante su M . Viceversa, data su (M, J) una metrica
riemanniana g che sia J-invariante, la 2-forma w data da

wv,w):=g(Jv,w) v,weTM,

é non degenere e compatibile con J. Essa é detta la forma di Kahler, o
forma fondamentale, della metrica g.

TEOREMA 6.1 ([MS 95], proposizione 4.1). Sia M una varieta differen-
ziabile reale di dimensione 2n.

(i) Per ogni 2-forma w non degenere su M, esistono strutture qua-
si complesse compatibili con w. Lo spazio di tali strutture é
contraibile.

(ii) Per ogni struttura quasi complessa J su M, esistono 2-forme non
degeneri compatibili con J; esse risultano essere di tipo (1,1) e
formano uno spazio contraibile.

DEFINIZIONE 6.3 Sia (M, J,g) una varieta quasi complessa dotata di
una metrica riemanniana g. Se la struttura quasi complessa J é in-
tegrabile e la forma di Kdhler della metrica é chiusa, M é detta una
varieta kéhleriana.

In altre parole, una varieta kidhleriana € una varieta simplettica
quasi complessa, con struttura quasi complessa integrabile e compa-
tibile con la struttura simplettica. Naturalmente ¢ importante il fatto
che J sia calibrata, e non solo dominata, da w, perché altrimenti w
non sarebbe di tipo (1,1); invece la chiusura di w ¢ una proprieta
globale a sé stante.

Il punto di partenza di cio che vogliamo descrivere ¢ il lavoro di
D. Sullivan [Su 76], in cui si considerano correnti (di ordine zero) che
sono “dirette” da un prefissato campo di coni nel tangente (si tratta
di una condizione simile alla positivita).

DEFINIZIONE 6.4 Sia M una varieta differenziabile.
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Una struttura di cono C su M é un campo continuo di coni com-
patti convessi {Cx } nello spazio degli v -vettori tangenti A}. (M), x € M
(compatti significa che se il cono é definito dal funzionale L come
L(y)>0pery e C,y #0,alloraL='(1) n C é compatto).

Una r-forma w é detta trasversa alla struttura di cono C se Vx €
M, wx (V) >0Vv €Cyx,v #0.

Il cono delle correnti strutturali associato a una struttura di cono C
é il cono compatto convesso generato dalle correnti di Dirac associate
a elementi di Cyx, Vx € M (definite da T, (@) = @x (V) sev € Cy).

Quindi le correnti strutturali sono correnti di ordine zero, e tali
che se w ¢ una forma trasversa alla struttura di cono e T # 0, vale
T(w) > 0. Il risultato che lega questi concetti e il seguente teorema.

TEOREMA 6.2 (cfr. [Su 76]). Sia C una struttura di cono di v -vettori su
una varieta compatta M. Allora esistono sempre o correnti strutturali
chiuse non nulle, o v -forme chiuse trasverse a C. Inoltre:

(i) Esiste una v-forma chiusa e trasversa a C se e solo se nessuna
corrente strutturale chiusa é omologa a zero.

(ii) Esiste una corrente strutturale chiusa non nulla se e solo se
nessuna v -forma (chiusa) trasversa a C é coomologa a zero.

La dimostrazione si basa su una applicazione del teorema di Hahn-
Banach (vedi dimostrazione del teorema 6.4).

D. Sullivan studia come esempio il caso in cui i coni siano dati tra-
mite una struttura quasi complessa J: sia cioe C(J)x :={Span(v, Jv),
v # 0} in A,ZC (M), ovvero il cono delle rette complesse in Ai(M). In
questo caso, le 2-forme trasverse alla struttura C(J) sono esattamen-
te quelle che dominano J, e vale il seguente risultato:

COROLLARIO 6.1 Sia (M, J) una varieta compatta quasi complessa. M
ammette una struttura simplettica w (con w trasversa a C(J)) se e
solo se nessuna corrente strutturale non nulla chiusa é omologa a
zero.
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DIMOSTRAZIONE. Se esiste w, e T = dS € una corrente strutturale
non nulla,
0<T(w)=dS(w)=Sdw) =0,

poiché w é chiusa. Viceversa, dal teorema 6.2 esiste una 2-forma
chiusa e trasversa a C; si riesce a dimostrare, sfruttando le proprieta
del cono C(J), che essa ¢ non degenere (vedi [Su 76], IIL.2). O

Ora, se (M,]J) e una varieta complessa, consideriamo le strut-
ture di cono C?(J) generate dalle combinazioni positive di p-piani
complessi in A)ch (M); si puo dimostrare che le 2p-forme trasverse
alla struttura di cono C?(J) sono esattamente quelle che hanno par-
te (p, p) positiva (precisamente, strettamente debolmente positiva),
anche se non sono necessariamente di tipo (p, p), mentre le corren-
ti strutturali sono esattamente le correnti positive di bidimensione
(p, p). Quindi su una varieta complessa compatta M il corollario 6.1
puo essere riformulato come segue:

ATV >0, T4#0, T=4dS <
3 w 2-forma con parte (1, 1) positiva, dw =0.

OSSERVAZIONE 6.1 La condizione sulla forma w = w??+ ! + w92,

che é reale, significa:
wb! positiva , dw?? =0, dw?° = —dw’!.

R. Harvey e J.R. Lawson, partendo dal lavoro di D. Sullivan, ca-
ratterizzano in termini intrinseci le varieta kdhleriane compatte in
[HL 83]; descriviamo brevemente il loro lavoro. Una varieta kahleria-
na é caratterizzata, secondo la definizione 6.3, dall’avere una (1,1)-
forma chiusa e strettamente positiva; quindi conviene lavorare nello
spazio vettoriale topologico E11 (M)g con duale topologico E 111 (M)R,
dove consideriamo:

PL(M), il cono delle correnti di bidimensione (1, 1) positive, che
corrisponde al cono delle correnti di struttura per C(J), e

BY(M), lo spazio lineare delle correnti di bidimensione (1,1) che
sono la componente di tipo (1,1) di un bordo, cioe

T € BY(M) & 3A € E{(M)g con Tt = (dA)M! = 9A12 + 9AL2,
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Se esiste una forma di Kahler su M, ovvero w = whl > 0 e
chiusa, allora P1(M) n B}(M) = {0}, poiché se T # 0 appartenesse
all’intersezione, sarebbe

0<T(w)=(0A2 + 9AL2)(w) = A2 (0w) + AL2(dw) = 0.

Viceversa, usando il teorema di Hahn-Banach, si puo separare il chiu-
so B1 (M) dal cono a base compatta P1(M) (confronta con la dimo-
strazione del teorema 6.4). Si ottiene cosi:

TEOREMA 6.3 ([HL 83], teorema 14). Sia M una varieta complessa
compatta. Se non esistono correnti positive non banali in B (M),
allora M ammette una metrica kéhleriana.

Se invece del cono C!(J) si considerano genericamente i coni
C?(J),1 < p <n-1, e analogamente PP (M) e B? (M), si possono
caratterizzare in modo simile le varieta p- kdhleriane.

DEFINIZIONE 6.5 (per esempio [AB 92]). Una varieta complessa é det-
ta p-kdhleriana se ammette una forma di p -Kdhler, ovvero una (p, p)-
forma chiusa e trasversa alla struttura di cono CP(J). Una varieta
(n—1)-kdhleriana é detta anche bilanciata, mentre le varieta 1-kdhle-
riane sono le varieta kdhleriane.

TEOREMA 6.4 Sia M una varieta compatta, 1 < p <n-1. M é p-
kdhleriana se e solo se non esiste alcuna corrente positiva non nulla
di bidimensione (p, p) che sia la (p, p)-componente di un bordo.

DIMOSTRAZIONE. Se esiste una forma di p-Kahler, come sopra si
verifica che PP(M) n BP(M) = {0}. Viceversa, sia h una metrica
hermitiana con forma di Kahler ¥ e sia

A={Q e EPP(M)g:3c >0con Q> c¥?} :

A € un aperto convesso non vuoto di EP-?P (M)g.
Sia d il differenziale esterno ristretto a EP'P (M)g:

d:EPP (M)g — (EPYIP (M) @ EPPEL(M))
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e sia d* I'operatore aggiunto

d* : (Ep,1, (M) ®E), . (M))g — E}p , (M)g.

Se M non ¢ p-kdhleriana, si ha A nkerd = &, quindi dal teorema di
Hahn-Banach ([Sch 70], II.3.1) si ottiene l'esistenza di T E;,p(M)R
con

T(Q)>0VQeA e T(p)=0Vp ekerd.

Quest'ultima condizione, T € (kerd)*', si traduce in T € Imd* =
BP (M), poiché siccome M é compatta, d risulta essere un omomorfi-
smo topologico, e quindi Imd* = Imd*. L’altra condizione si ricon-
duce facilmente alla positivita di T. O

Questo teorema permette di studiare modificazioni di varieta kah-
leriane, o di Moishezon, o nella classe C di Fujiki ([Fu 78]), e di dimo-
strare che esse sono sempre bilanciate: vedi il corollario 10.1.

La condizione T € BP (M) citata nei teoremi 6.3 e 6.4 € anch’essa
una condizione coomologica, come nel corollario 6.1; bisogna pero
considerare la coomologia di Aeppli invece di quella di de Rham.

DEFINIZIONE 6.6 (vedi [No 72]). I gruppi di Aeppli di una varieta
complessa M sono:

{T €E,,(M)g:i00T = 0}

VPP (M)r = ; ==
 {x€ EPP(M)g:id0x = 0}
 {xe€eEPP(M)g:x=0B+0B}’

APP (M) = {T€E,,(M)g:dT =0}

(T € Epp(M)g:T =i33S}
{x € EPP(M)g:dx =0}
{x € EPP(M)p: & = i00B}

Quindi VPP (M)r e dato dalle correnti pluriarmoniche quozien-
tate con BP(M); si nota qui che le correnti in B” (M) non sono in
generale chiuse, ma solo pluriarmoniche. In generale anzi, se T ¢ plu-
riarmonica, dT puo essere molto “irregolare”: quindi in generale una
corrente pluriarmonica non é una corrente normale, né é piatta (cioe
non siamo nell’ambiente delle correnti geometriche): un esempio si
trova dopo il teorema 9.1.
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Se decidiamo invece di voler restare in quell’ambiente, possiamo
per esempio chiedere che T sia positiva, chiusa e componente di bor-
do: si puo vedere [HL 83], teorema 38 o [P 86] per alcuni risultati in
questo caso (si tratta in realta di una ipotesi piuttosto restrittiva).

L’altra alternativa e quella di approfondire le proprieta delle cor-
renti positive e pluriarmoniche (che nel locale coincidono con gli ele-
menti di PP (M) n BP(M)); si vedra per esempio nelle sezioni 8, 9,
10 che per determinati problemi I'ambiente “giusto” e quello delle
correnti plurisubarmoniche e positive, o delle correnti C-piatte.

OSSERVAZIONE 6.2 Un altro modo interessante per usare correnti po-
sitive in problemi di metriche hermitiane si puo vedere in [JS 93],
dove S. Ji e B. Shiffman caratterizzano le varieta compatte di Moi-
shezon tramite (1, 1)-correnti chiuse, strettamente positive e intere.
Rimandiamo al lavoro citato per gli specifici risultati.

7 Prodotto e intersezione di correnti

Per tutto cio che concerne questo capitolo, ¢ interessante vedere
[De 92b]. Sia M una varieta reale orientata (o complessa) compat-
ta, di dimensione ». La dualita di Poincaré puo essere espressa sia
come una forma bilineare non degenere fra i gruppi di omologia o di
coomologia di dimensioni complementari, cioe

Hi(M) X Hp_x (M) — R ({A}, {B}) = A - B
HK (M) x HK(M) — R ({ad), (B}) = JM"‘ A B

che come un isomorfismo
P:Hp(M) — HYV (M) = (Hy_x(M))*

dato da P(A) =nse VB e Hy_x(M), [yn=A-B.

D’altra parte, se si considera su M il complesso delle correnti
(D%, d), si possono definire i gruppi di coomologia delle correnti; I'in-
clusione del sottocomplesso delle correnti lisce da luogo ad un iso-
morfismo fra i gruppi di coomologia (la dimostrazione si puo vedere
in [GH 78], p. 382).
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Quindi, sebbene in generale non si possa definire il prodotto es-
terno fra due correnti, anche se esse sono di ordine zero, nel ca-
so di correnti chiuse si puo definire il prodotto fra le loro classi di
coomologia.

DEFINIZIONE 7.1 Se T ed S sono correnti chiuse, e & e B forme ad esse
coomologhe, si definisce il prodotto cup fra le classi di coomologia
come {T} U {S} = {«} U {B} = {x A B}. In particolare, se T ed S
hanno dimensione complementare, si puo parlare del loro numero di
intersezione T.S che é definito da

T.S:=TP) =S(x) = JM(X/\B.

E’ semplice verificare che la definizione non dipende dai rappre-
sentanti; nel caso di sottovarieta T = [A] e S = [B], T.S coincide
con il numero di intersezione topologico A - B (per approfondimenti,
si puo vedere [Kin 74] e anche [Kin 71], 4.1, e il testo di R.N. Draper
ivi citato per una teoria piu generale). Questi diversi punti di vista
a proposito del numero di intersezione lo rendono interessante nel-
I'utilizzo delle correnti chiuse e positive in geometria algebrica: si
possono vedere [De 93b] e [DPS 94].

Viceversa, possiamo dimostrare che in generale la classe di coo-
mologia di una corrente chiusa e positiva su una varieta complessa
non contiene rappresentanti lisci che siano anche positivi: basta con-
siderare per esempio la varieta M che si ottiene scoppiando P2 in un
punto p. In questo caso il divisore eccezionale € una curva razionale
E di auto-intersezione negativa, ovvero E.E = —1. Se [E], che é una
corrente chiusa e positiva, avesse un rappresentante liscio e positivo
« nella sua classe di coomologia, sarebbe

—1=E.E=J x=0.
E

Un fondamentale teorema di regolarizzazione di J.P. Demailly
([De 92a], Main Theorem) permette di collegare il difetto di positi-
vita di opportuni rappresentanti lisci della classe di coomologia di
una (1, 1)-corrente chiusa e positiva con i suoi numeri di Lelong. Ne
riportiamo qui una versione semplificata; notiamo che 'esistenza di
una forma u come richiesta ¢ sempre garantita.
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TEOREMA 7.1 Sia M una varieta complessa compatta, e sia u la forma
di Kdhler di una metrica hermitiana su M, tale che, se t : P(T*M) —
M é la proiezione canonica del proiettivizzato del cotangente di M su
M e h é una opportuna metrica hermitiana sul fibrato lineare tautolo-
gico Oty (1), la forma di curvatura di Chern soddisfic1(O1p(1),h) +
m*u > 0.

Sia T una (1, 1)-corrente chiusa e positiva su M, e y una (1,1)-
forma continua reale su M tale che T = y.

Allora esiste una successione {Q} di (1, 1)-forme chiuse su M nel-
la stessa classe di Aeppli di T, e una successione non-crescente {Ay}
di funzioni continue su M tali che Vx € M, limy_ . Ap(x) = n(T,x) e
Pk =Yy — AU

La dimostrazione di questo teorema, che va decisamente oltre
gli scopi di questo scritto, usa pesantemente il fatto che T sia chiu-
sa e positiva e di bigrado (1,1), perché I'analisi ¢ fatta sulla fun-
zione plurisubarmonica che € un potenziale locale di T. Per alcune
applicazioni della teoria dell’intersezione di correnti, si puo vedere
[JS 93].

ESEMPIO. Se n(T,z) = 0 (escluso al piu per un insieme numera-
bile di z), allora se S > 0, vale T.S > 0 (basta scegliere y = 0):
confronta con la situazione differente descritta nell’esempio dopo
la definizione 7.1.

Notiamo che in generale su una varieta complessa compatta sono
interessanti le forme bilineari non degeneri

HPA(M) x H'""P1=4(M) — C e VPP(M)g X A""P"P(M)g — R

date da ({a}, {B}) = [y ¢ A B (prendendo rappresentanti lisci delle
classi). In particolare, se T ¢ una (p, p)-componente di bordo e S e
una corrente chiusa di bidimensione complementare, T.S = 0. Per
I'uso di queste tecniche in problemi di metriche kahleriane, si puo
vedere [AB 99]: diamo qui solo un esempio.

PROPOSIZIONE 7.1 ([AB 99], proposizione 4.6). Sia M una varieta com-
plessa compatta, Y una sua ipersupetrficie, e T una corrente positi-
va e pluriarmonica di bidimensione (1,1) su M. Se xyT = 0, allora
T.Y =0.
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DIMOSTRAZIONE. Possiamo applicare il teorema 7.1, con y = 0, alla
corrente [Y]. Allora

T.[Y] =T(pr) = -T(Axu).

Ci basta provare che limy_ . T(Aru) = 0. Sia u una forma come nel
teorema 7.1 e sia uy la misura positiva su M data da u(A) = T(xau).
Siccome limg . Ax(z) = n([Y],z) = xy(z) perq.o.z€ Y, e 0 < A <
2\0, si ha

Im T(Agu) = lim | AxT Au=xyT(u)=0.
k— oo k—oo JM

O

Un altro tipo di approccio all’argomento del prodotto ¢ il seguen-
te: trovare condizioni per cui abbia senso il prodotto esterno S A T
(e naturalmente rispetti la coomologia, ovvero se S e T sono chiuse,
{SAT}={S}u{T}).

Se una delle due correnti é liscia, ¢ ovvio definire

(xAT)(@)=T(xAP)

e questo ha senso anche se, per esempio, & ¢ a coefficienti continui
e T ¢ di ordine zero.

Nell’ottica delle correnti pit usate, le chiuse e positive, il caso trat-
tato per primo é stato quello in cui una delle due correnti ¢ espressa
con un potenziale plurisubarmonico. Sia quindi # una funzione plu-
risubarmonica su M e T una corrente di bidimensione (p, p), positi-
va e chiusa: vorremmo definire il prodotto id0u A T. A priori questo
non e possibile, in quanto si tratta di correnti a coefficienti misure:
tuttavia se uT € di massa localmente finita, si puo procedere come
segue. Il caso piu semplice é quello in cui u € localmente limitata:
seu € L (M), uT € D,’M,(M) poiché T ¢ di ordine zero, e quindi
possiamo definire (seguendo [BT 82])

i00u AT :=i00(uT).

PROPOSIZIONE 7.2 i00u A T é ancora una corrente positiva e chiusa.



94 L. ALESSANDRINI

DIMOSTRAZIONE. La chiusura € ovvia; per provare la positivita, in
carta locale possiamo regolarizzare u per convoluzione, ottenendo
una successione decrescente {u,} di funzioni plurisubarmoniche li-
sce che convergono a u. Allora u,T — uT, e inoltre i00(u,T) =
i00un A T = 0, percio i00(u,T) — i00(uT) = 0.

]

In generale, possiamo definire per induzione, se uj,...,uq
Li5.(M) e T ¢ chiusa e positiva,

m

i00UL A ... A100uUg A T :=100(u1i00uU2 A ... A i00uqg A T),

ottenendo ancora una corrente chiusa e positiva.
Il secondo caso che consideriamo prende in esame il luogo dove
u non e limitata.

PROPOSIZIONE 7.3 (vedi [De 93a], proposizione 2.1). Sia u una funzio-
ne plurisubarmonica su M, L(u) = {x € M : u non é limitata in ogni
intorno di x}. Sia T una corrente di bidimensione (p,p) (p = 1) chiusa
e positiva, e supponiamo che M abbia un ricoprimento {Uy} di aperti
di Stein, Uy CcC M, i cui bordi bUy non intersechino L(u) N supp T.
Allora uT ha massa localmente finita su M.

OSSERVAZIONE 7.1 Nella definizione 2.2, T A (i00@)P & una misura
ben definita su M. Infatti, scelto R come nella definizione, L(@) C
B(R), ma B(R) nsupp T € a chiusura compatta in M, e quindi e
possibile trovare un ricoprimento di aperti di Stein i cui bordi non
lo intersecano. Questo assicura che @ T é ben definita su M, quin-
di posso definire i00@ A T := i00(@T); procedendo per induzione,
T A (i00@)P := i00(@T A (ido@)P~1).

EsempiO. Sia F : C" — C™ olomorfa, con F = (Fy,...,Fy), e suppo-
niamo che i luoghi di zero di F,..., Fy, siintersechino in un insieme
discreto di punti. Allora se u = log |F|, L(u) ¢ un insieme discreto e
sono soddisfatte le ipotesi della proposizione 7.3. Quindi, per ogni
T positiva e chiusa, uT, che a priori ¢ ben definita su C"* — L(u), si
estende a C".

Consideriamo infine una ipotesi sulla misura di Hausdorff di L (u)
(il caso di g funzioni plurisubarmoniche é trattato nel teorema 2.5 di
[De 93a]).
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TEOREMA 7.2 Sia u una funzione plurisubarmonica su M e T una
corrente di bidimensione (p,p) (p = 1) chiusa e positiva su M. Se
Horp-1(L(w) nsupp T) = 0, allora le correnti uT e i00u A T sono ben
definite e hanno massa localmente finita in M.

Il teorema 7.2 si puo applicare per esempio quando L(u)nsupp T
e contenuto in un sottoinsieme analitico di dimensione al piu p — 1.
E’ interessante confrontare questo caso con i teoremi di estensione
per le correnti plurisubarmoniche, per esempio il teorema 8.3, poiché
dire che uT ha massa localmente finita in M significa poter estendere
uT attraverso L(u).

ESEMPIO. Sia M una varieta complessa compatta di dimensione
tre, kdhleriana fuori di una sua curva C. Sia S una sua forma di
Kahler su M — C, e sia T una (1, 1)-corrente chiusa e positiva. Allo-
ra il prodotto S A T € ben definito su M. Infatti localmente (in U )
S = i00u; uT, che é ben definita su U — C, si estende a tutto U poiché
H3(CnsuppT) =0.

Per il prodotto di correnti che abbiamo appena definito (sotto
determinate ipotesi), si ha:

PROPOSIZIONE 7.4 (corollari 5.10 e 9.3 di [De 93a]). Se i0ou; A ... A
i00ug A T é ben definita, si ha Vx € M:

(i) (numeri di Lelong) n(idouy A...Aid0ug AT, x) = n(iddu;,x) -
-+ - n(iddug, x) - n(T,x)

(ii) (classi di coomologia) {i00u1 A ... Aiddug A T} = {idou;} U
-+ U {i03ug} U {T}.

Questo tipo di argomenti permette di stimare “I’eccesso di auto-
intersezione” per divisori (o piu in generale per correnti chiuse e po-
sitive) su una varieta compatta kihleriana (vedere [De 93a, De 92b]).

Siano ora S una (1, 1)-corrente chiusa e positiva e T una corrente
pluriarmonica e positiva; per definire il loro prodotto non possiamo
procedere come sopra, e cioé porre localmente i00u A T := i00(uT),
perché compaiono i termini legati a 9T e 8T, anche nel caso liscio e se
T é una componente di bordo. Una prima soluzione parziale del pro-
blema ¢ data in [Bas 98], proposizione IV, che riportiamo (confronta
con I'esempio dopo il teorema 7.2).
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PROPOSIZIONE 7.5 Sia M una varieta complessa compatta di dimen-
sione 3 contenente una curva liscia C. Siano S e T (1,1)-correnti
positive su M, S chiusa e liscia su M — C, T pluriarmonica. Allora é
ben definita una (2,2)-corrente S A T positiva e pluriarmonica, tale
che S AT coincide su M — C con la definizione classica, e la sua classe
(nel gruppo di Aeppli) {S AT} = {S} U {T}.

8 Correnti plurisubarmoniche: problemi di estensione e di
supporto

Iniziamo col citare il risultato classico di H. Grauert e R. Remmert per
I'estensione di funzioni plurisubarmoniche su spazi analitici (per le
definizioni e il contesto, confronta [GR 56]).

TEOREMA 8.1 SeY é un sottoinsieme analitico di codimensione > 1 in
uno spazio analitico X, e u é una funzione plurisubarmonica su X -Y,
localmente superiormente limitata in X, allora u si estende in modo
unico a una funzione plurisubarmonica su Y. Se codimY > 2, ogni
funzione plurisubarmonica u su X — Y si estende a un’unica funzione
plurisubarmonica su X.

Possiamo leggere il teorema di H. Grauert e R. Remmert come
un risultato di estensione di correnti plurisubarmoniche di bidimen-
sione (n,n). Esso ha trovato una generalizzazione nei risultati che
seguono, di cui non daremo dimostrazioni, vista la complessita delle
stesse. Ricordiamo innanzitutto la definizione di corrente pluriposi-
tiva ([Sib 85]).

DEFINIZIONE 8.1 Una corrente T di bidimensione (p,p) é detta plu-
ripositiva se é localmente normale, positiva o negativa, e i00T =
0.

Notiamo che una funzione plurisubarmonica positiva o negativa
€ una corrente pluripositiva, come anche lo ¢ uT, se T ¢ una corren-
te chiusa e positiva e u € una funzione plurisubarmonica e positi-
va. Correnti pluripositive sono usate da S.M. Ivashkovich in [I 92], e
chiamate pluridefinite.
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TEOREMA 8.2 ([Sib 85], teorema 2.4). Sia A un chiuso pluripolare com-
pleto di un aperto U di C", e sia T una corrente pluripositiva su U — A.
SeT,dT eiodoT hanno massa localmente finita attraverso A, allora:

(i) AT° = (dT)°
(ii) i00T° — (i00T)° = S,

dove S e una corrente chiusa, supportata su A, di segno opposto a
quellodi T.

La dimostrazione di questo risultato si muove sulla linea classi-
ca, poiché le correnti pluripositive sono localmente normali e quindi
localmente piatte (paragonare con i teoremi 4.9 e 4.10). In genera-
le invece le correnti pluriarmoniche e plurisubarmoniche non sono
localmente piatte, quindi i risultati che ora citeremo richiedono una
diversa linea di dimostrazione. Si noti inoltre in essi ’'assenza (ri-
spetto al teorema 8.2) di ipotesi sulla massa attraverso A delle varie
correnti coinvolte.

TEOREMA 8.3 ([AB 93b]) Sia Y un sottoinsieme analitico di un aperto
U di C", e sia T una corrente plurisubarmonica di ordine zero e di
bidimensione (p,p) suU —Y,conp > dimY.

(i) SedimY < p—1, e T é positiva o negativa, allora sia T che i00T
hanno massa localmente finita attraverso Y, e vale i00T° =
(i00T)°, quindi T° e plurisubarmonica.

(ii) SedimY =p — 1 e T < 0, allora esiste T°, ed essa é plurisubar-
monica. Piu precisamente, T e i00T hanno massa localmente
finita attraverso Y, e vale

i00T° — (i00T)° = > ¢;[Y;],

dove cj > 0 e {Y}} sono le componenti irriducibili di dimensione
p-1diY.

(iii) Se dimY = p — 1, T > 0, e i00T ha massa localmente finita
attraverso Y, allora T si estende e vale

i00T° — (i00T)° = > ¢;[Y;],
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dove cj < 0 e {Yj} sono le componenti irriducibili di dimensione
p-1diY.

OSSERVAZIONE 8.1 Nel teorema 8.1 I'ipotesi dimY < p = n ¢ sempre
vera, e l'ipotesi “localmente superiormente limitata in X” corrispon-
de a chiedere T < O (infatti questo e equivalente a chiedere T < @,
per una forma @; anche nel caso generale p < n questa ipotesi puo
essere indebolita se si chiede dimY < p — 1). Notiamo inoltre che
nel caso generale delle correnti, bisogna anche controllare 1'esisten-
za dell’estensione di S := id0T: la corrente S é chiusa e positiva,
ma l'insieme attraverso cui la vogliamo estendere non ¢ “piccolo”
rispetto alla sua bidimensione, e quindi non si puo semplicemente
applicare il teorema 4.2. E anche, supposto che esista T°, non e det-
to che i90T° sia di ordine zero, per cui non si applicano i risultati
classici.

ESEMPIO. In C, consideriamo T = 1/1mz + 1/1TZ: essa € una corrente
liscia e pluriarmonica in C — {0}; la sua estensione T° pero non e
plurisubarmonica, né i00T° e di ordine zero, infatti

i00T° = i(d; + 07)60dz A dZ.

Per quanto riguarda I'unicita dell’estensione plurisubarmonica,
vale il seguente risultato.

TEOREMA 8.4 ([AB 93b]) Sia Y un sottoinsieme analitico di un aperto
U di C", e sia T una corrente plurisubarmonica di ordine zero e di
bidimensione (p,p) suU — Y, conp > dimY.

(i) Unicita forte: T° e I'unica (possibile) estensione plurisubarmoni-
ca di ordine zero.

(ii) Unicita debole: se T <0 o T = 0, ed esiste un’estensione plurisu-
barmonica R, allora esiste anche T° e i00T° = i00R = 0.

OSSERVAZIONE 8.2 Confrontando col teorema 8.1, notiamo che per
p < n perdiamo l'unicita dell’estensione, in quanto ora possono esi-
stere estensioni non di ordine zero, a differenza del caso delle fun-
zioni plurisubarmoniche (li I'’estensione, essendo plurisubarmonica,
ein Li ).
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L'esempio seguente mostra che, in generale, I’estensione di una
corrente pluriarmonica non é piu pluriarmonica.
Esempio. Sia Y := {z, = 0} in U := B(0,1) ¢ C", e sia u =
(1/1)log|znl; u € una funzione pluriarmonica < O su U — Y, e si
estende a U come u° = (1/1)log|z,|. Ma per la formula di Cauchy
in C" vale:
1 3 (@

a3 0 _ L a3 2_ 1
ioou’ = 21_(2)810g|zn| i z

)=[{zn=0}]=[Y],

mentre (i00u)° = 0; quindi u° non é piu pluriarmonica, ma il suo
i00 comprende una corrente positiva S supportata su Y : idou° =
(ioou)° + S.

In questo esempio si puo notare anche come il segno della “cor-
rente residua” su Y, S = i0ou° — (ioou)°, sia 'opposto del segno
della corrente di partenza; questo fatto vale piu in generale, anche se
la corrente T non e plurisubarmonica, purché esista il residuo, come
prova il seguente teorema.

TEOREMA 8.5 ([Bas 94], teorema 3.5). Siai:Y — U una sottovarieta
liscia di U, e consideriamo una corrente TPP su U — Y, tale che sia
T che iddT abbiano massa localmente finita attraverso Y. Se T ¢é
positiva (negativa), e i00T° — (i00T)° é una corrente su Y, ovvero
esiste S € D), 1, |(Y) tale che ixS = iddT° — (iddT)°, allora S &
negativa (positiva).

Passiamo ora a risultati di supporto nel caso pluriarmonico: per
il caso di correnti plurisubarmoniche, si veda il prossimo capitolo.

TEOREMA 8.6 ([AB 92] teoremi 1.1, 1.2 e 1.5). SiaT =0 una corrente
di bidimensione (p,p) su un aperto U di C", tale che i00T = 0, cioé
pluriarmonica.

(a) Se Hp(suppT) =0, allora T = 0.

(b) Sesupp T é contenuto in una sottovarieta liscia V di dimensione
q, allora T induce una corrente positiva e pluriarmonica su 'V,
e se p = q, esiste una funzione pluriarmonica non negativa h :
V > R talecheT = h[V] (il caso p = 1 ¢ in [HL 83], lemma 32).
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(c) Se suppT C Y, dove Y é un sottoinsieme analitico compatto,
con {Y;} le sue componenti irriducibili di dimensione p, allo-
ra esistono delle costanti c; > 0 tali che T — > c;[Y;] é una
corrente positiva e pluriarmonica, supportata sull’'unione delle
componenti irriducibili di Y di dimensione maggiore di p (quin-
disedimY =p, T - > ¢;[Y;] =0, cioé T risulta essere un ciclo
analitico).

DIMOSTRAZIONE. Per (a) si utilizzano delle proiezioni complesse 7,
di modo che ogni 1« T diventi una distribuzione pluriarmonica, e
quindi una funzione liscia; ma essendo zero la misura del suo sup-
porto, essa e nulla. Si usa poi la positivita per poter stimare T so-
lo con proiezioni complesse 14 T, e quindi sui coefficienti diagonali
(confronta con il corrispondente caso chiuso nel teorema 4.2). Per
(b), si utilizza la struttura locale (per questo serve V liscia) e dell’al-
gebra multilineare. Per la parte (c), si ragione per induzione, dato che
SingY ha dimensione minore di quella di Y. =

OSSERVAZIONE 8.3 La parte (a) € generalizzata a correnti pluriarmo-
niche di ordine zero supportate su un insieme analitico di dimensione
minore di p in [AB 93a], teorema 2.1. Li sono studiate in particolare
(1, 1)-correnti pluriarmoniche di ordine zero supportate sul divisore
eccezionale di una modificazione, e teoremi di estensione di correnti
attraverso il divisore eccezionale (vedi sezione 10). L’ipotesi che la
corrente sia di ordine zero non puo essere tolta, infatti per esempio
su C? con coordinate z = (z1, z2),

T =i(3(6(2)dz1) — 3(5(z)dz1))

verifica supp T = {0}, i00T =0, ma T # 0.

9 Correnti C-piatte

Come abbiamo piu volte notato, lo studio delle proprieta delle cor-
renti plurisubarmoniche non puo avvalersi in generale della teoria
delle correnti geometriche di Federer, poiché le correnti plurisubar-
moniche non sono in generale piatte. Risulta quindi utile studiare
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una classe piu ampia di correnti geometriche, quella delle correnti
C-piatte, che ¢ meglio adattata al caso complesso.

DEFINIZIONE 9.1 Sia U un aperto di C"*. Una corrente T € E,(U) e
detta C-piatta se ¢ della forma T = F + 3G + 0H, dove F, G e H sono
forme a coefficienti funzioni Li... Indicheremo con F&(U) lo spazio
delle correnti C-piatte su U.

La definizione e lo studio delle proprieta delle correnti C-piatte
si trovano nel primo capitolo di [Bas 94], a cui rimandiamo; qui di
seguito riportiamo solo alcuni fatti di cui faremo uso.

TEOREMA 9.1 ([Bas 94], teorema 1.13). Sia T?'P una corrente C-piatta
su U aperto di C". Se Hyp(suppT) =0, alloraT = 0.

OSSERVAZIONE 9.1 (1) Se T e i09T sono di ordine zero (in partico-
lare se T € positiva, o negativa, e plurisubarmonica), allora T e
C-piatta.

(2) Se T e C-piatta e A ¢ un chiuso, allora x4 T ¢ ancora C-piatta.

(3) Se T é C-piatta e f : U — U’ € una mappa olomorfa e propria
sul supporto di T, allora f, T ¢ C-piatta.

(4) Ogni corrente piatta ¢ ovviamente C-piatta, ma non vale il vice-
versa: vedi I’esempio seguente.

ESeEmMpIO. In C2?, sia
R = 56(z2)(dz1 A dZ2 + dz2 A dZ1);

R é una (1, 1)-corrente reale di ordine zero, pluriarmonica, e quindi
C-piatta, dall’osservazione (1), ma non ¢ localmente piatta, poiché
ogni (1,1)-corrente piatta supportata su {z, = 0} deve essere un
multiplo del piano {z» = 0}, dal teorema 4.1.

Sia Y un sottoinsieme analitico o una sottovarieta (di M varieta,
o di U aperto di C"). Se T é una corrente con suppT C Y, si puo
concludere che T € una corrente “di Y"? In generale ovviamente no;
nel caso di correnti localmente piatte, si hanno i seguenti risultati
(vedi [Kin 71], teorema 2.18 e corollari)
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TEOREMA 9.2 Se M ¢é una varietd reale, ei : V — M é una sua sotto-
varieta liscia immersa (embedded), vale iy FI°°(V) = {T € Flo°(M) :
supp T C V}. Se Y é una sottovarieta di una varieta complessa M, e
T e una corrente localmente piatta e di ordine zero, con supp T C Y,
alloraT € Fl°(Y).

Nel caso delle correnti C-piatte, per avere un risultato analogo
serve la positivita (vedi il controesempio precedente), quindi il teo-
rema 9.3 si applica per esempio nel caso di correnti positive e pluri-
subarmoniche. Per le correnti di ordine zero e pluriarmoniche si ha
come caso particolare il teorema 2.3 di [AB 93a].

TEOREMA 9.3 Se Y e un sottoinsieme analitico di U aperto di C", e T
é una corrente su U C-piatta e positiva, con supp T C Y, allora esiste

SeFRSc(Y) coniyS =T.

La dimostrazione ¢ piuttosto complicata, si trova in ([Bas 94],
teorema 1.24).

La teoria delle correnti C-piatte, insieme al teorema 8.5, permette
di ottenere anche alcuni importanti risultati di cut-off per correnti
plurisubarmoniche.

TEOREMA 9.4 Sia TP'? una corrente positiva e plurisubarmonica su
U, sia Y un sottoinsieme analitico di U.

(i) SedimY < p, allora xyT = 0, e anche xy (id0T) = 0.

(ii) Se Y ha dimensione pura p, allora xyT = f[Y] per una certa
funzione f > 0 e debolmente plurisubarmonicasu'Y.

(iii) SedimY > p, eY é liscio, xyT é una corrente positiva e plurisu-
barmonicasuyY.

OSSERVAZIONE 9.2 La dimostrazione di (i) e il precedente teorema 9.1
e il lemma 4.8 in [Bas 94]; quella di (ii) ¢ nel teorema 4.10 di [Bas 94]
e (iii) e il teorema 2.1 di [AB 99], che usa i teoremi 9.3 e 8.5. Questi ri-
sultati sono da confrontare con i teoremi 4.1 e 4.2; in particolare nel
caso compatto le funzioni plurisubarmoniche sono costanti, quindi
se nel caso (ii) del teorema 9.4 Y ¢ compatto, xyT = > c;j[Y;] diventa
una corrente chiusa, e quindi anche piatta.
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EseMpP10. Sia TP'P una corrente positiva e C-piatta su U, e Y un
sottoinsieme analitico di dimensione pura p di U. Allora T|y-y €
C-piatta, e T|y—y < T, dunque ha massa localmente finita attraverso
Y, percio

T=(Tly-y)* +xyT.

Ma xyT e C-piatta e positiva, dunque per il teorema 9.3 esiste una
funzione f in Llloc(Y) tale che xyT = f[Y]. Percio

T=(Tly-y)* + fIY].

Nel caso in cui T sia plurisubarmonica, f risulta plurisubarmonica.

10 Correnti e modificazioni; numeri di Lelong di correnti
plurisubarmoniche

Ricordiamo le considerazioni fatte nella proposizione 5.3 sul pull-
back di (1, 1)-correnti chiuse e positive, usando i loro potenziali lo-
cali. Nell'ottica del legame con le metriche hermitiane, ¢ necessa-
rio studiare una sorta di pull-back per (1, 1)-correnti pluriarmoniche
(quindi non descrivibili con potenziali locali). Questo € possibile nel
caso delle modificazioni (vedi Proposizione 5.4).

TEOREMA 10.1 ([AB 95] teorema 3 e [AB 96a] teorema 5.6). Sia f :
M — M una modificazione propria fra varieta complesse. Sia T una
(1, 1)-corrente positiva e pluriarmonica su M; allora esiste un’unica
(1, 1)-corrente positiva e pluriarmonica f*T su M tale che

@ f«(f*T) =T

(ii) se « é una (1,1)-forma chiusa tale che (T) = («) in VL1 (M)g,
allora {(f*T) = (f*«) in VL1 (M)g.

Alcune note sulla dimostrazione. Siccome f induce un biolo-
morfismo tra M — E e M — Y, la corrente cercata dovra estendere
S:= ((fly P+ (Tlm-y)) da M — E a tutto M. Quindi il primo passo @
provare che S ha massa localmente finita attraverso E. Questo € un



104 L. ALESSANDRINI

problema locale, e quindi puo essere trattato in coordinate, parten-
do da un blow-up di centro liscio, poiché f ¢ localmente dominata
da uno scoppiamento di centro liscio.

Sia dunque U un aperto coordinato, dove T viene liscificata per
convoluzione, ottenendo una famiglia {T:} di (1, 1)-correnti lisce, po-
sitive e plurisubarmoniche che convergono a T in V CC U. Si prova
usando stime di massa (riportate in letteratura per correnti chiuse e
opportunamente modificate) che in W cC V, sup [[f* Te| g1yl <
o, e quindi una sottosuccessione di {f*Te} converge in f~1(W) a
una corrente f*T. Si dimostra poi che la costruzione si puo glo-
balizzare, ottenendo f*T su M, e che si puo passare dal caso del
blow-up di centro liscio al caso di una generica modificazione.

Bisogna notare che, in generale, la corrente richiesta non é I’esten-
sione banale S°, poiché essa non soddisfa la richiesta coomologica
(confronta Proposizione 5.4 (b)).

Il teorema precedente permette di dimostrare in particolare 1'in-
varianza della classe delle varieta bilanciate per modificazioni:

COROLLARIO 10.1 (([AB 95] teorema 7 e [AB 96a] corollario 5.7). Sia
f: M — M una modificazione fra varieta complesse compatte. Allora
M ¢ bilanciata se e solo se M é bilanciata.

DIMOSTRAZIONE. Usiamo la caratterizzazione del teorema 6.4. Sup-
poniamo che M sia bilanciata, e sia R una (1, 1)-corrente positiva e
componente di bordo su M. Allora R := fxR & una (1, 1)-corrente
positiva e componente di bordo su M, e dunque ¢ nulla. Dato che
M —Y ¢ biolomorfo a M — E, R deve essere supportata su E, e quindi
dal teorema di supporto 8.6, R = X ¢;[E;], ¢j = 0. Ma le componenti
irriducibili del divisore eccezionale sono generatori della coomolo-
gia, quindi dal fatto che R ¢ componente di bordo si deduce cj = 0
Vj, cioé R = 0.

Viceversa, sia T una (1, 1)-corrente positiva e componente di bor-
do su M, e sia f*T la corrente descritta nel teorema 10.1. Allora
f*T € f*(T) = 0, quindi f*T = 0, poiché M ¢ bilanciata. Percio
T=f«f*T =0. M
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In [Sk 82], H. Skoda osserva che se TP? > ( ¢ tale che la varia-
zione totale |i00T| = i00T A BP~1/(p — 1)! & una misura positiva (in
particolare quindi se T ¢ plurisubarmonica o pluripositiva - vedi la
Definizione 8.1), allora n(T,a,r) € una funzione crescente di », e
quindi il numero di Lelong di una tale corrente esiste ed € non ne-
gativo. Anche per queste correnti si possono quindi considerare gli
insiemi E.(T), che sono ancora dei chiusi con H>y, (E.(T) N K) < oo
per ogni compatto K di Q (infatti la dimostrazione per le correnti
chiuse puo essere adattata a questo caso). Non si conosce invece una
buona caratterizzazione analitica di questi insiemi, paragonabile al
teorema 2.2.

Per quanto riguarda le correnti positive e plurisubarmoniche, una
estensione del numero di Lelong proposta in [AB 96b] é la seguente,
di cui diamo qui solo un cenno:

DEFINIZIONE 10.1 Sia U un aperto di C" contenente l'origine, L un
suo sottospazio lineare di dimensione m, B una palla aperta in L, con
B cc U, TP'P una corrente positiva e plurisubarmonica su U, con
p = m. Definiamo il numero di Lelong di T lungo L in B come

iz o\ (iam2)
n(T,L,B) = limij :rA(—aaz ) A(—aat )
( ) r=0 (TT¥2)P=" J{1z)<r}xB 2 12l 2 u
t = ti,...,tm sono le coordinate su L, z = z1,...,Zn-m Sono le
rimanenti).

Si dimostra che questo limite esiste, in quanto la funzione di cui si
fa il limite € non decrescente, e per m = 0 coincide con n(T,0), il nu-
mero di Lelong classico. Si dimostra inoltre che n(T,L,B) é rappre-
sentato da una funzione plurisubarmonica, nel senso che esiste un
intorno X di zero in L, e una funzione plurisubarmonica f : X — R,
f = 0, tale che per ogni palla aperta Bin L, B cC X, vale

n(T,L,B) = JBf(t) (%aﬁuﬁ)m :

Le dimostrazioni in generale sono molto tecniche: un caso partico-
larmente semplice ¢ quello in cui p = m, in cui cioe la bidimensione
della corrente ¢ uguale alla dimensione di L, poiché si possono usare
i teoremi di cut-off (teorema 9.4).
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Infatti in questo caso sia S := T|y_r: € una corrente positiva e
C-piatta che ha massa localmente finita attraverso L, poiché S < T.
Quindi ammette I’estensione banale, e vale

T=xT+S5"°.

Dal teorema 9.3 otteniamo che esiste una funzione f in L{..(Y) tale
che x; T = f[L], anzi se T é plurisubarmonica, f é non negativa e
plurisubarmonica. Quindi T = f[L] + S°, e per ogni B in L,

i.= m i — m
J T A <—88|t|2> =J f(t)+J 5°A<—aa|t|2) .
{lz|<r}xB 2 B {lz|<r}xB 2

Ma I'ultimo addendo ¢ maggiorato dalla massa di S° su {|z| < r} X B,
che tende alla massa di S° su B, la quale e nulla per definizione.

Queste tecniche consentono di dimostrare che il numero di Le-
long classico per correnti positive e plurisubarmoniche non dipende
dalle coordinate, e di estendere al caso non chiuso il ruolo dei numeri
di Lelong classici nei problemi di cut-off su sottovarieta.

TEOREMA 10.2 ([AB 96b], teorema III e proposizione 5.3) Sia Y una
sottovarieta di U aperto di C", sia T = 0 e plurisubarmonica. Allora
n(T,z) ristretta a Y é una funzione debolmente plurisubarmonica
suyY, e se la dimensione di Y é la stessa della corrente T, xyT =
n(T,z)[Y].

Questo teorema e da paragonare con il risultato di Y.T. Siu per le
correnti chiuse, vedi teorema 4.2(b), e con il teorema 9.4.

Il numero di Lelong lungo L ha anche un’interpretazione geome-
trica, se pensiamo di scoppiare U lungo L. In particolare, sia T una
(1, 1)-corrente positiva e pluriarmonica su U, e sia 7t : U — U il blow-
up di U lungo L. In questo caso m*T e una corrente ben definita su
U, e risulta

|t*T|(r~1(B)) = n(T,L,B).

Per il caso di una corrente plurisubarmonica, il legame fra lo scop-
piamento e il numero di Lelong € piu complicato e si puo vedere in
[AB 96b], 3.6 e 3.7.

Come conseguenza per il caso chiuso, citiamo il seguente risulta-
to, che generalizza il caso di funzioni plurisubarmoniche non nega-
tive.
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PROPOSIZIONE 10.1 ([AB 96b], corollario 3.2). Sia T una corrente po-
sitiva e chiusa in un intorno di zero, espressa con un potenziale locale
T =1i00A. Se A = 0, alloran(T,0) = 0.

Appendice. Le definizioni fondamentali

Richiamiamo qui, soprattutto per fissare la notazione, le basi della
teoria delle correnti. Al lettore non familiare con I'argomento con-
sigliamo i seguenti testi: [Le 68], [Siu 74], [Ha 77], [De 92b]. La teo-
ria delle forme differenziali e correnti su spazi analitici si trova per
esempio in [De 85], capitolo 1.

Secondo la definizione classica di G. de Rham (1955), data una
varieta differenziabile M di dimensione n,

una corrente T su M € un funzionale lineare definito sullo spazio
vettoriale delle forme lisce a supporto compatto in M, che ¢ continuo,
cioe

(i) se {@;} € una successione di forme lisce, i cui supporti sono
tutti contenuti in un singolo compatto che sta dentro il dominio
di una carta locale,

(ii) e tale che tutte le derivate dei coefficienti di ogni @ ; tendono
uniformemente a zero per j — oo,

allora T(@j) — 0.

Quindi, se indichiamo con D? (M) lo spazio delle p-forme lisce a
supporto compatto in M, dotato della topologia della convergenza
uniforme sui compatti con tutte le derivate, una corrente di dimen-
sione p (o grado n — p) e un elemento dello spazio duale topologico
Dy, (M).

ESEMPI FONDAMENTALI
I. Un p-simplesso orientato A, o una sottovarieta orientata A (con
bordo), definiscono una corrente, denotata con [A] o con T4, come

(p—»J(p VY@ € DP(M).
A

[A] e detta una corrente di integrazione.
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II. Una forma differenziale o a coefficienti in L{.. definisce una
corrente T, come

(p—»J XAQ Vo € D*(M).
M

Per estensione, a volte si scrive T(@) = [y, T A @, per una qualsia-
si corrente T su M. Se « ¢ una forma (liscia), chiameremo T, una
corrente liscia.

Vedremo che in realta le correnti piu importanti sono strettamen-
te legate a questi due modelli fondamentali.

Dato che una corrente ¢ di dimensione p, o di grado k = n —
p,se T(p) = 0 Vp € D*(M), omogenea di grado diverso da p,
una sottovarieta di dimensione p da una corrente di dimensione p,
mentre una forma differenziale di grado k da una corrente di grado
k. Una distribuzione e una corrente di dimensione zero.

Il supporto di una corrente T, supp T, € il chiuso di M definito da
questa proprieta:

x ¢ supp T se e solo se esiste un intorno U di x tale che
Vo € D*(U), T(p) = 0.

Una corrente T € di ordine q se T(g;) — 0 quando {@;} € una
successione come in (i), dove i coefficienti delle forme tendono a ze-
ro uniformemente insieme alle loro derivate di ordine < g. Quindi
una corrente di ordine g puo essere estesa alle forme differenziali (a
supporto compatto) con coefficienti di classe C4. Noi useremo princi-
palmente correnti di ordine zero (per esempio, la § di Dirac, ma non
le sue derivate; le correnti di integrazione su sottovarieta orientate;
le correnti lisce).

In carta locale (U,x1,...,Xn), possiamo scrivere una corrente
di grado k come una k-forma differenziale a coefficienti correnti di
grado zero, in questo modo:

T = Z til,...,ikdxil Ao A dxik )
i< <ig
dove i coefficienti sono definiti da:
tiy, i (fdxy Aoondxy) = T(fdxj A A Ax;j,)Ei,...ixj1 vy
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(J1,---,Jp sono indici complementari a i,...,ik € &, i, ji,...jp, € 1l
segno della permutazione).

Usando poi 'elemento di volume dV = dx; A ... A dxy, a ogni
corrente di grado zero si associa una distribuzione:

Tiy,in ) =ty i (fdxs Ao A dxy) .

Si usa dire percio che una corrente di grado k é una k-forma a coef-
ficienti distribuzioni, e se T ¢ di ordine zero, che ¢ una forma a
coefficienti misure (di Radon).

ESEMPIO. Sia A la sottovarieta di U definita dall’annullarsi delle ul-
time n — p coordinate, per cui (x1,...,Xp) sono coordinate su A.
Allora [A] = px)dxps1 A ... A dxy, dove px) ¢ la misura data dal
prodotto della misura di Lebesgue sulle coordinate di A e la 6 di
Dirac nell’origine sulle altre:

Hex) = 1(x1,...,Xp) ® 80(Xp+1,---, Xn) -

Se T é una corrente di ordine zero, scritta in carta locale come

T = ’ z ‘ Til,...,ikdxil VANIVAN dxik,

1<---<ig

e A C U, denotiamo con x4T la corrente i cui coefficienti sono le
misure xaTj,, i, definite come

(XATil,...,ik (E) = Til,...,ik (A N E) .

Noi ci occupiamo di varieta complesse (quindi sempre orientate):
in questo caso il testo di riferimento classico é il libro di P. Lelong
[Le 68], da cui ora prendiamo la definizione di correnti positive e
chiuse, la classe piu importante di correnti nel caso complesso. Per
la nozione di spazio analitico complesso si puo fare riferimento per
esempio a [GR 79]: in particolare noi useremo le seguenti definizioni.

Sia U un aperto di C", Zy il fascio dei germi delle funzioni lisce
su U, Oy il fascio dei germi delle funzioni olomorfe su U. Se 7 ¢ un
ideale coerente di Oy, e A é il supporto del fascio @y /7, risulta che A
e chiusoe Q4 := (Oy/J)|a € coerente. (A, O4) € detto un sottospazio
analitico chiuso di U.
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Una coppia (X, Ox), dove X ¢ uno spazio topologico di Hausdorff
e Ox ¢ un fascio di C-algebre locali, é detta:

- una varieta analitica complessa liscia (complex manifold, per
noi varieta complessa) se ¢ localmente isomorfa a (U, Oy), con
U aperto di C"

- uno spazio analitico complesso se ¢ localmente isomorfa a
(A, ©4) sottospazio analitico chiuso.

Un sottospazio analitico chiuso, o sottoinsieme analitico, di uno
spazio analitico (X,0x) e (Y,0Oy), dove Y := supp(Ox/]J) e Oy :=
(0x/7)1Y, con J ideale coerente di Ox (la struttura é quella ridotta,
vedi [GR 79] p. 18). Y ha una decomposizione Y = U c;Y; con queste
proprieta:

- J é un insieme di indici al pit numerabile

- la famiglia {Y;} ¢ localmente finita e ogni Y; € un sottoinsieme
analitico irriducibile

- per i # j, I'intersezione Y; Nn'Y; € mai densa in Y}, e quindi ha
codimensione almeno 1.

Le Y; sono dette le componenti irriducibilidi Y. Chiameremo sottova-
rieta (complesse) i sottoinsiemi analitici irriducibili.

Su una varieta complessa M di dimensione (complessa) n, all’al-
gebra di Grassmann delle forme differenziali (e quindi anche delle
correnti) si puo dare una bi-gradazione: parleremo percio di (p, q)-
forme

p= >  @dzArdz; € EP1UM)
=p,lJ1=q
e di correnti di bidimensione (p,q), o (n — p,n — q)-correnti, definite
da
T(x)=0 se x & DP1(M) := EP1(M) n DP*1(M) .

E’ possibile identificare in modo naturale il duale topologico del-
lo spazio EP4(M) con le correnti di D}, ;,(M) a supporto compatto;
indicheremo questo spazio con E,Q,,q (M).
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Una corrente T di bidimensione (p, p) (denotata con Ty p ) si di-
ce positiva (nel senso di Lelong, o debolmente positiva) se per ogni
scelta di (1,0)-forme lisce su M, «y,..., Xp, la distribuzione (corrente
di dimensione zero)

TAIXI AKX AL AT A Kp

€ una misura positiva.* Questo equivale ad affermare che, per ogni
p-piano complesso W di C", se 1t : C"* — W ¢ la proiezione ortogona-
le, allora 714« (pT) € una misura positiva per ogni funzione di cut-off
@. Le definizioni di correnti positive in senso regolare e in senso for-
te, iloro legami e i legami con le forme positive possono essere visti
in [HaKn 74], o [Ha 77] o [De 82a]. Le differenti nozioni coincidono
neicasip=lop=n-1.

Si puo osservare che una corrente positiva € reale (cioé T = T) e di
ordine zero (ovvero i suoi coefficienti sono misure) ((Ha 77], Lemma
1.20). Torniamo al caso reale per definire la chiusura.

L’operatore di bordo b sulle correnti si definisce come I’aggiunto
del differenziale esterno d sulle forme:

(bT) (@) :=T(dp) Ve eD*M).
Dal teorema di Stokes, se A € una catena orientata,
pLAN) = [Ald) = [ dp = | @ =Dbal@)
A bA

cioé il bordo nel senso delle correnti corrisponde al bordo nel senso
dell’omologia; per esempio, se A ¢ una sottovarieta (senza bordo),
bT4 = 0. Se Ty e la corrente determinata da una k-forma liscia «,

J xAde
M

(-1)k JMd(a A @)+ (=1)k+1 JM doe A @

bT(x((P) = Ttx(d(p)

(—1)k+1 JM de A @

= (DM T ().

*Ricordiamo che il prodotto fra una corrente e una forma é definito come

(TA)(@):=T(xAQ@) VY eD*(M).
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Per questo motivo si definisce AT come (—1)*¥*1bT, se T ha grado k.

Su una varieta complessa M l'operatore d, ristretto alle (p,q)-
forme, &
d:Ep (M) — EPYL4(M) @ EP9tL(M);

lo possiamo quindi comporre con le proiezioni sul primo e sul se-
condo addendo del codominio, ottenendo gli operatori 0 : EP4(M) —
EPtLa(p) e 9 : EP9(M) — EP9T1(M). Gli stessi operatori sono
definiti sulle correnti per dualita.

Se vogliamo lavorare con forme positive, e quindi di bidimen-
sione (p,p), 'operatore piu utile ¢ dato dalla composizione 90 :
EPP (M) — EP+*LP+1(M). Definendo I'operatore d¢ := i(d — 9), dato
che d = 0 + 0, si ottiene che 2i00 = dd°.

La chiusura si definisce rispetto a ognuno dei quattro operatori
che abbiamo visto: chiameremo correnti chiuse quelle chiuse rispetto
al d, cioé tali che dT = 0, e correnti pluriarmoniche le correnti chiuse
rispetto all’operatore i99. Notiamo che se T & una (p, p)-corrente
reale (o positiva), sono equivalenti dT = 0, 0T = 0 e 0T = 0, ma non
i00T = 0.

EsempiO. Formula di Cauchy. (vedi per esempio [Ho 90], Theorem
1.2.1) Essa afferma che per ogni funzione ¢ € D*(C)
1 dz 1

= —(dz
®0) =577 | 7 A 9P, ovvero dp = 50 (7)

quindi esprime la delta di Dirac (nell’origine) nella forma oT.

Sia U un aperto di C". Una funzione u di classe C? su U ¢ detta
plurisubarmonica se la corrente

= 0%u _
ioou =) ——=—dz;dz;

Z aZiaZ Jj ! J
€ positiva, il che succede se e solo se la matrice Hessiana complessa
(0%u/ 0z;0Z;) ¢ semidefinita positiva. Notiamo I'analogia con la con-
dizione che caratterizza le funzioni convesse su R™: tuttavia, que-
st’'ultima definizione non ¢ generalizzabile al caso delle varieta, a

meno che i cambiamenti di coordinate non siano affini, mentre la
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prima definizione ¢ compatibile con cambi di carta olomorfi, e quin-
di permette di definire funzioni plurisubarmoniche su varieta com-
plesse. Piu in generale, consideriamo la seguente definizione (vedi
[Le 68], Teorema 3).

Una funzione u : U — [— o0, + ), U aperto connesso di C", si dice
plurisubarmonica se u non € identicamente —oo, u € superiormente
semicontinua e Vz, w € C", V1 € C, vale u(z + Tw) é una funzione
di T subarmonica (dove ¢ definita).

ESEMPIO. Se f é olomorfa, log | f| é plurisubarmonica.

Per quanto riguarda la teoria delle funzioni plurisubarmoniche, si
puo vedere il secondo capitolo di [Le 68] e i testi ivi citati. Se u ¢ plu-
risubarmonica, sia u che le sue derivate stanno in L{..(U); notiamo
che possiamo identificare I'insieme delle funzioni plurisubarmoniche
su U con I'insieme delle distribuzioni f su U tali che id0f > 0. Infatti
questa condizione di positivita garantisce 1'esistenza di una funzione
u € Ll (U) plurisubarmonica nel senso della precedente definizio-
ne e coincidente con f fuori di un insieme di misura nulla. Per le
funzioni plurisubarmoniche, anche su spazi analitici, ¢ interessante
consultare [De 85].

Sia ora T una (k, k)-corrente: diremo che T é plurisubarmonica se
i00T = 0. Percio una (0,0)-corrente plurisubarmonica ¢ una funzione
plurisubarmonica, e quindi sta in Llloc, mentre per k > 0 le corren-
ti plurisubarmoniche non sono in generale a coefficienti in L} , e
nemmeno sono correnti di ordine zero: basta infatti prendere una
(k,k — 1)-corrente S di ordine qualsiasi e considerare T = 0§ + 9S:
essa e pluriarmonica, e quindi plurisubarmonica.

Con riferimento agli esempi fondamentali di correnti I e II, pos-
siamo ora presentare gli esempi importanti di correnti positive e
chiuse:

- ogni funzione plurisubarmonica 1 da luogo ad una corrente
positiva e chiusa T = i0ou di bigrado (1,1) e viceversa ogni
(1,1)-corrente positiva e chiusa T si scrive localmente come T =
i00u, con u funzione plurisubarmonica che & detta potenziale
di T (si puo vedere I'appendice di [De 85], e i riferimenti ivi
citati, o il quarto capitolo di [Le 68])
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- ogni sottovarieta complessa € una corrente positiva e chiusa.

Da ultimo, ricordiamo la definizione di immagine diretta di una
corrente.

Siano M ed N due varieta differenziabili, f : M — N una mappa
liscia, f* : EX(N) — EX(M) la mappa pull-back di forme secondo f.
L’aggiunto di f* e la mappa immagine diretta di correnti secondo f:

fs EQ(M) = ER(N),  (fsT)(@) =T(f*@) Ve eEXN).

L’'immagine diretta commuta con ’'operatore d.

Fra le nozioni preliminari che qui non richiamiamo vi sono alcuni
argomenti di algebra multilineare, per i quali si puo vedere [Siu 74],
capitolo 1, o [HaKn 74].
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