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ABSTRACT. Let I be a free nonabelian group on finitely many gener-
ators. Let Q be the boundary of T, let C(Q) be the C*-algebra of con-
tinuous functions on Q, and let A be the natural action of T on C(Q).
A boundary representation is arepresentation of the crossed product
C*-algebra I'xyC(Q).

Given a unitary representation 1t of T on #{, a boundary realization
of 1t is an isometric T-inclusion of # into the space of a boundary
representation whose image is cyclic for that boundary representa-
tion. If the I'-inclusion is bijective, we call the realization perfect.
We prove below that if 7T admits an imperfect boundary realization,
then there exists a nonzero vector vy € H satisfying

S (v, m(x)ve) 12 < v )? for each v € (GVB)

Ix|=n

If 1t is irreducible and weakly contained in the regular representation,
and if no such vq exists, it follows that 1T satisfies monotony: up
to equivalence, there exists exactly one realization of 7r, and that
realization is perfect.

1 Introduzione

1.1 1l gruppo, 'albero, e il bordo

Sia I il gruppo libero non commutativo su un insieme finito A* di gener-
atori. Sia A = {a,a™!'; a € A*},esiaq+ 1 = #(A). Sia e € I I'identita
del gruppo. Il grafo di Cayley di I' rispetto all'insieme di generatori A ¢ un
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albero omogeneo con g + 1 spigoli ad ogni vertice. Una parola ridottainT e
un prodotto della forma x = a;...a, dove a; € Aeajaj.1 # e. In questo
caso n e la lunghezza dell’elemento x € T, scritta |x|. Sull’albero, abbiamo
|x| = d(e,x), dove la distanza nell’albero ¢ misurata in spigoli.

La definizione di Q, il bordo dell’albero o del gruppo I' si puo trovare, ad
esempio, in [FT-Ne] o [KuSt1]. Una geodetica semiinfinita nell’albero ¢ una
successione (x;) ., tale che d(x;, xi) = |j—k|. Per ciascun x € I' e ciascun
w € Q esiste un unica geodetica [x, w) che parte da x ¢ arriva ad w. La
geodetica dall’identita ad w é della forma

[e,w) = (e,a1,a1az,a1aza3,...) doveaje€ Aeajaj + e
Cosi siidentifica w con la parolaridotta infinita aya»>as - - -. Sia, per x €T,
Q(x) = {w € Q; la parola ridotta di w comincia con quella di x}

Si osserva che per ogni intero n > 0

o= [] ax)

[x|=n

Gli insiemi Q(x) costituiscono una base per la topologia di Q. Come spazio
topologico Q é compatto, separabile, e totalmente sconnesso, quindi omeo-
morfo all'insieme di Cantor.

Con la moltiplicazione a sinistra G agisce sul suo grafo di Cayley, I’albero.
Quest’azione si estende ad un’azione per omeomorfismi su Q. Se x € T
e w € Q, si puo calcolare x - w come il prodotto fra le due parole ridotte,
la seconda della quale ¢é infinita.

Sia C(Q) l'algebra-C* delle funzioni complesse continue su Q. Sia A : T —
Aut C(Q) 'azione naturale:

AX)G)(w) = G(x~ - w) sexel,GeCQ),ewe

Per x € Q, sia 1, € C(Q) la funzione caratteristica di Q(x).

Sia x, e y €I. Si dice che il prodotto xy e senza cancellazione se |xy| =
x| + |v|. Questa vale se e solo se I'ultima lettera di x e la prima lettera
di v non sono una l'inversa dell’altra.

Lemma 1. Se x, y € T e il prodotto xy e senza cancellazione, allora x -
Q) = Q(xy).

Corollario. Se l'ultima lettera di x é a1, allora x - (Q ~ Q(a)) < Q(x).
Quindi A(x)(1 —1,) < 1.
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1.2 Rappresentazioni e realizzazione sul bordo

Lavoriamo esclusivamente con le rappresentazioni unitarie.

Definizione 1. Una rappresentazione (o rappresentazione unitaria) w di T
su uno spazio di Hilbert { & un omomorphismo 1 : T — U(H). Si dice
che { éunT-spazio. Sidice che 1t & irriducibile se non ci sono I'-sottospazi
chiusi di H diversi da 0 e 7.

Definizione 2. Una rappresentazione sul bordo (o (I', C(Q))-rappresentazio-
ne) v’ su uno spazio di Hilbert {’ ¢ una coppia:

- 7' :T — U(H'), una rappresentazione
- 1 C(Q) — B(H'), un omomorfismo di algebre-C*
tale che,perx €T e G € C(Q),
()T (G (x71) = T (A(x)G) (1)

Si dice che H' ¢ un (I, C(Q))-spazio. Si dice che 1t’ ¢ irriducibile se non ci
sono (I', C(Q))-sottospazi chiusi di H’ diversida 0 e .

Una rappresentazione sul bordo non é altro che una rappresentazione del-
I'algebra-C* prodotto incrociato I' x C(Q).

Definizione 3. Data una rappresentazione 1t di I’ su /, una realizzazione
sul bordo di 1T € una coppia:

- 71/, una rappresentazione sul bordo su "’
- t: 3 — HH’,unaT-isometria
tale che
- 1 (C(Q))(H) e denso in H’
La realizzazione si chiama perfetta se ( € unitaria, cioe biunivoca.

1l terzo punto richiede che I'immagine di ( sia ciclica nello (I', C(Q))-spazio
J'. Se questo solo punto non é verificato, possiamo renderlo vero sos-
tituendeo A’ con la chiusura di 7t/ (C(Q)t(H) .

Definizione 4. Due realizzazioni, (t;,7;) e (t2,1,), sono equivalenti se
esiste una mappa unitaria J : H| — H, tale che

Jmr(x) = my(x)J sexeTl
J(G) = 5(G)J se G e C(Q)
Ju=1

Benché questo fatto non sia usato nel seguito, si puo dimostrare che una
rappresentazione 1t di I ammette una realizzazione sul bordo se e solo se
1T € debolmente contenuta nella rappresentazione regolare.
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1.3 Alcune rappresentazioni sul bordo

Sia (h(a))aea una fissata n-upla di numeri complessi, ciascuno di modulo
q~1/?. Scegliamo una n-upla generica nel senso che

h(a)h(a ') = h(b)h(b™Y) per almenoun a e un b in A

Dalla n-upla costruiremo una rappresentazione sul bordo ;. Questa co-
struzione ¢ un caso ristretto ma rappresentativo di quella introdotta in
[KuSt1].

Sia v la misura positiva su Q ottenuta ponendo

v(Q(x)) = #q"x' perxerl, |x|>1

Sia H’' =L2(Q,dv). Per f e H e g c C(Q) sia
(T, (G) f)(w) = G(w) f(w)

Per quanto riguarda 1y, (x) dove x € I, basta definire 1, (a) dove a € A:

hia V)1 f(a'-w) seweQa)

hia)f(a™! - w) se w ¢ Qa) (2)

(mp(a) f)(w) = {

La coerenza di questa definizione dipende dall'identita 1, (a)mr, (a™!) =
id. La condizione |h(a)| = q~'/? garantisce 'unitarieta. Si verifica in fine
I'equazione (1).

Sia 1y, la rappresentazione unitaria di I' definita nell’equazione (2). In altre
parole, 1, ¢ la prima delle due componenti di 77;,. La coppia (ids, 11,) €
una realizzazione perfetta di 1m;,. Ci possono essere altre e meno evidenti
realizzazioni di 1r?

Niente affatto. Il risultato principale di [KuSt2] e
Teorema. Sia 1, come sopra o piu generalmente come in [KuSt1].
- 1T, € irriducibile

- Ogni realizzazione di 1, sul bordo é equivalente a (ids, 1y).

1.4 Monotonia, duplicita, e curiosita

Sia 7T una rappresentazione fissata di I' su #{. Supponiamo che 7t sia de-
bolmente contenuta nella rappresentazione regolare e che sia irriducibile.

Definizione 5. Supponiamo che 1t abbia, a meno di equivalenza, una sin-
gola realizzazione sul bordo, e che questa sia perfetta. Allora, si dice che
1 soddisfa la monotonia.
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Definizione 6. Supponiamo che 1t abbia due realizzazioni perfette sul bor-
do, non equivalenti, chiamate (¢, 17;) e (12, 775). Supponiamo inoltre che a
meno di equivalenza ogni altra realizzazione di 7t € una I'-inclusione iso-
metrica di # nello (T, C(Q))-spazio H; & H,. Allora, si dice che 1 soddisfa
la dupilicita.

In questo caso l'insieme delle realizzazioni di 7r, a meno di equivalenza,
ha la forma di un intervallo chiuso con le due realizzazioni perfette agli
estremi.

Definizione 7. Supponiamo che 1 abbia, a meno di equivalenza, una sin-
gola realizzazione sul bordo, (t,71"), e che questa non sia perfetta. Sup-
poniamo inoltre che il T-spazio H’ e () sia irriducibile in qualita di
rappresentazione di I, e che anche questa rappresentazione abbia una so-
la realizzazione a meno di equivalenza. Allora, si dice che 1 soddisfa la
curiositd.

Congettura. Ogni rappresentazione unitaria, irriducibile, e debolmente
contenuta nel regolare, soddisfa o la monotonia, o la duplicita, o la cu-
riosita.

Per ciascuna delle 3 condizioni, esistono esempi dove si puo dimostrare
che la condizione vale. Ad esempio, le rappresentazioni del paragrafo 1.3
soddisfanno la monotonia.

1.5 Coefficienti di matrice

Proposizione Principale. Sia 1t una rappresentazione unitaria diT su 7 .
Se 11 ha una realizzazione che non é perfetta, allora esiste un vettore vy + 0
in H tale che

> K, mx)ve) 12 < [v|? per ogniv € H (GVB)

[x|=n

La funzione x — (v, m(x)vo) suTl si chiama un coefficiente di matrice di Tr.
La morale della Proposizione Principale € che una rappresentazione con
coefficienti di matrice sufficientemente grandi non puo avere realizzazioni
non perfette.

In [KuSt2] si dimostra con diversi calcoli e stime, usando un’idea di WALDE-
MAR HEBISCH, che le rappresentazioni 1;, definite nel paragrafo 1.3 non
hanno vettori che soddisfanno (GVB). Dopo qualche passo semplice e gen-
erale, questo riduce la dimostrazione del Teorema alla Proposizione Prin-
cipale, e alla seguente:

Lemma 2. La rappresentazione sul bordo T, definito nel paragrafo 1.3 é
irriducibile.
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La dimostrazione del Lemma 2 si trova in [PenSt]. In generale, dimostrare
I'irriducibilita di una rappresentazione sul bordo ¢ molto piu facile che
dimostrare l'irriducibilita di una rappresentazione diT.

Il seguito ¢ indirizzato alla dimostrazione della Proposizione Principale.

2 Realizzazioni sul bordo: generalita
Sia 1T una rappresentazione di I’ su J{, e sia (¢, 7r") una realizzazione di .
Si definisce & : C(Q) — B(H ) secondo

x(G) = *11' (G)t (3)
Lemma 3. « soddisfa le sequenti proprieta:

1. « é lineare.
. (1) =idgy.

2

3. Se G = 0 come funzione, allora x(G) = 0 come operatore.

4. Se G1 < Gy come funzione, allora x(G1) < x(Gy) come operatore.
5.

. & é continua rispetto alla topologia del massimo su C(Q) e alla topolo-
gia della norma su B(H).

6. « é una x-mappa: x(G) = x(G)*.

7. Perx e, mx)x(G)m(x~ 1) = a(A(x)G).

I punti 4 e 6 sono conseguenze del punto 3, e il punto 5 € una conseguenza
del punto 4. Il punto 7 segue dall’equazione (1).

Lemma 4. Siano (v, 1) e (11, 1;) due realizzazioni di . Si definiscano
rispettivamente «; e & secondo l'equazione (3). Se &y = o2, allora le due
realizzazioni sono equivalenti.

Dimostrazione. Si definisce una mappa J : H, — H,. Per comininciare si
pone

J(zn{(Gj)ll(Uj)) =>m(G)ur;) perGieCQ)ev;eH
J J

Tramite l'identita di «; e 2 si dimostra che |J(v')| = |v’| per ciascun v’
della data forma. Risulta che J si estende ad un’isometria definita per tutti
i vettori v’ € HJ. L'inverso di J si costruisce nella stessa maniera. Quindi
J ¢ unitaria. La costruzione garantisce che J soddisfa le condizioni della
Definizione 4. (]
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Lemma 5. La mappa « : C(Q) — B(H) é un omomorfismo di algebre se e
solo se la realizzazione (1, 1") é perfetta.

Dimostrazione. Se la realizzazione e perfetta, t rappresenta un isomorfis-
mo unitario fra H e H' e * = (1. Quindi I'equazione (3) definisce una
mappa del tutto equivalente a v’ : C(Q) — B(H"').

Supponiamo che « sia un omomorfismo di algebre. Risulta dal punto 6 del
Lemma 3 che « ¢ addirittura un omomorfismo di algebre-C*. Se mettiamo
Hy =H, my(x) = m(x), 15(G) = x(G), 12 = idsy, risulta dal punto 7 del
Lemma 3 che (t2,715) € una realizzazione di 7. Si calcola &; = «. Percio
la realizzazione originale, (¢, t"), € equivalente a (2, 175), e quest’ultima é
perfetta. (]

Lemma 6. Se x(1,) é una proiezione per ciascun a € A, allora « é un
omomorfismo di algebre e quindi (1, T") e perfetta.

Dimostrazione. Secondo il punto 6 del Lemma 3, «(1,) dev’essere autoag-
giunta. Se xa € un prodotto senza cancellazione, allora

A(1xg) = x(A(x)1,) = T(x)x(1g)TT(x L)

e altrettanto una proiezione autoaggiunta. Fissiamo un intero n > 0.

> a(ly) = (1) = idyr

[x|=n

Risulta che gli operatori (x(1x)) |x|=n CcOstituiscono un insieme di proiezioni
autoaggiunte ortogonali.

Se Ch(Q) = {G € C(Q); G(w) dipende solo dalle prime n lettere di w}
risulta che «lc,) € un omomorfismo di algebre. Si osserva che I'unione
delle C,,(Q) e densa in C(Q). ()

3 Dimostrazione della proposizione principale

3.1 Operatori di rango 1

Se vy, v» € H, si definisce v; ® U2, un operatore di rango 1, secondo
(Vi ® U2)(w) = (w,v2)11

Si osserva che la disuguaglianza (GVB) per vg equivale a

>, (m(x)vo) ® (m(x)vg) < idyr (GVB)

[x|=n
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Lemma 7. Se 11 é una rappresentazione di T su H , allora
T (x) (V1 ® D) (x ™) = (M(x)v1) ® (T (X)Vv2)
Lemma 8. Se Q € B(H) é un operatore non negativo e se v € H, allora
(Q'"*v) ® (Q'7%) = [v]*Q

Dimostrazione. Sia w € H. Allora

((QY2v) ® (Q12v)w,w) = [{QY?v,w)|?

= (v, Q"*w)? < wI’|QY*w|? = [v|*(Qw, w)

13

3.2 La dimostrazione

Sia 71 una rappresentazione di I, sia (¢, 77") una realizzazione non perfetta
di 17, e sia o : C(Q) — B(H) la mappa definita dall’equazione (3).

Secondo il Lemma 6, esiste a € A tale che P = «(1,) non € una proiezione.
Comungque P é un operatore autoaggiunto, e 0 < P < x(1) = id4s. Si sceglie
v € H con |v| = 1 tale che vy = (P — P2)Y2p non si annulla. Secondo il
Lemma 8,

_ P=wo(1,)
_ p2 a
Vo®UVg<P-P S{id}[—P=0((1—1a) 4)

Sia x € I'. Supponiamo che la parola ridotta per x finisca con la let-
tera a~!. Allora, usando la seconda delle disuguaglianze (4), i punti 7 e 4
del Lemma 3, e il Corollario al Lemma 1, si trova

T(x) (Vo ® o) (x 1) <) ax(l — 1) m(x™1)
=x(A(x)(1-14)) < x(1ly)

Se al contrario I'ultima lettera di x non ¢ a1, si puo dimostrare ancora che
1T(x) (Vg ® Do) (x~ 1) < x(1y), usando la prima delle disuguaglianze (4).
Risulta per ogni n che

> mx)(wo e vo)m(x ) = > ally) = &(1) = idys

[x|=n |x|=n

Secondo il Lemma 7 questo vuol dire che vy soddisfa la disuguaglian-
za (GVPB’) e quindi la disuguagianza (GVB). Questo conclude la dimostra-
zione della Proposizione Principale.
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